
StablaStabla



22

(Ur(Ureñenoeñeno) stablo) stablo

�� Lista: lineLista: linearno ureñivanje podatakaarno ureñivanje podataka
�� Stablo: hijerStablo: hijerarhijsko ureñivanje podataka arhijsko ureñivanje podataka (podr(podreñeni eñeni –– nadreñeni ili dijete  nadreñeni ili dijete –– roditelj roditelj))
�� Definicija: (urDefinicija: (ureñenoeñeno) stablo ) stablo TT je je nepraznineprazni konakonaččni skup podataka istog tipa koje zovemo ni skup podataka istog tipa koje zovemo 

ččvorovi. Postoji jedan istaknuti vorovi. Postoji jedan istaknuti ččvor vor rr koji se zove korijen od koji se zove korijen od TT. Ostali . Ostali ččvorovi grade vorovi grade 
konakonaččni niz (Tni niz (T11,T,T22, , ……,,TTkk) od 0 ili vi) od 0 ili višše e disjunktnihdisjunktnih manjih stabalamanjih stabala

-- rekurzivna definicijarekurzivna definicija
-- manja stablamanja stabla TTii se nazivaju se nazivaju 
podstablapodstabla korijena korijena rr
-- korijeni korijeni rrii od od TTii su djeca odsu djeca od rr, a, a
r r je njihov roditeljje njihov roditelj
-- korijen korijen rr nema roditelja, a svakinema roditelja, a svaki
preostali preostali ččlan ima tolan ima toččno jednogno jednog
-- djeca istog djeca istog ččvora su bravora su braććaa
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�� Ureñenost stabla se oUreñenost stabla se oččituje u tome da meñu ituje u tome da meñu podstablimapodstablima postoji linearno ureñenje  postoji linearno ureñenje 
(odr(odreñeno je koje je prvoeñeno je koje je prvo, drugo , drugo ……))

�� PrimjerPrimjer::

�� aa jeje korijenkorijen stablastabla
�� StupanjStupanj ččvoravora aa jeje 2 (2 (stupanjstupanj jeje brojbroj podstabalapodstabala nekognekog ččvoravora, , nprnpr. . ččvorvor cc imaima stupanjstupanj 3)3)
�� SkupSkup {{h,i,e,f,j,kh,i,e,f,j,k}} jeje skupskup krajnjihkrajnjih ččvorovavorova ––listovalistova, koji nemaju djece, koji nemaju djece
�� UnutraUnutraššnji nji ččvor je vor je ččvor koji nije listvor koji nije list
�� StupanjStupanj stablastabla jeje maksimalnimaksimalni stupanjstupanj odod svihsvih ččvorovavorova tog tog stablastabla, u , u ovomovom primjeruprimjeru 3. 3. 
�� RazinaRazina nekognekog ččvoravora se se odreñujeodreñuje iziz definicijedefinicije dada jeje korijenkorijen razinerazine 1, a 1, a dada susu razinerazine djecedjece

nekognekog ččvoravora razinerazine nn jednakijednaki nn++1.1.
�� DubinaDubina ili visina ili visina stablastabla jeje jednakajednaka maksimalnojmaksimalnoj nepraznojnepraznoj razinirazini nekognekog ččvoravora u u stablustablu..

a 

b c 

d e f g 

j i h k 
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�� Primjeri:Primjeri:
-- sadrsadržžaj knjige moaj knjige možže se predstaviti ureñenim e se predstaviti ureñenim 

stablomstablom
-- struktura drstruktura držžave, porodiave, porodiččno stablo no stablo ……

�� Graña aritmetiGraña aritmetiččkog izraza se mokog izraza se možže prikazati e prikazati 
stablom. stablom. ČČvorovi bez djece predstavljaju vorovi bez djece predstavljaju 
operande a ostali operande a ostali ččvorovi ravorovi raččunske unske 
operacije. Uroperacije. Ureñenost stabla je vaeñenost stabla je važžna ako su na ako su 
operacije operacije nekomutativnenekomutativne. . 

�� NprNpr. izraz. izraz
(a + b) * (a + (a + b) * (a + √√c)c)
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�� Stablo iz zadnjeg primjera je oznaStablo iz zadnjeg primjera je označčeno stablo: svakom eno stablo: svakom ččvoru je pridruvoru je pridružžen dodatni podatak en dodatni podatak ––
oznaka, razlioznaka, različčit od imena it od imena ččvoravora

�� Ime Ime ččvora sluvora služži za identifikaciju (nema 2 i za identifikaciju (nema 2 ččvora s istim imenom u stablu)vora s istim imenom u stablu)
�� Oznaka Oznaka ččvora sluvora služži za informaciju (2 i za informaciju (2 ččvora mogu imat istu oznaku)vora mogu imat istu oznaku)
�� Ovdje navedeni pojmovi stablo, oznaka, Ovdje navedeni pojmovi stablo, oznaka, ččvor su analogni pojmovima lista, element, pozicija vor su analogni pojmovima lista, element, pozicija 

iz opisa listeiz opisa liste
�� Put odPut od ii11 do do iimm je niz je niz ččvorova vorova ii11, i, i22,,……, i, imm takvih da jetakvih da je iipp roditelj odroditelj od iip+1p+1 (p=1,(p=1,……,m,m--1), duljina 1), duljina 

puta je jednaka mputa je jednaka m--11
�� Za svaki Za svaki ččvor razlivor različčit od korijena postoji jedinstveni put od korijena do it od korijena postoji jedinstveni put od korijena do ččvoravora
�� Ako postoji put od Ako postoji put od ččvora vora ii do do ččvora vora jj onda je onda je ii predak od predak od jj, a , a jj potomak od potomak od i i 
�� Korijen je predak svih Korijen je predak svih ččvorova u stablu, a svi vorova u stablu, a svi ččvorovi su njegovi potomcivorovi su njegovi potomci
�� Nivo Nivo ss je skup je skup ččvorova za koje put od korijena do tog vorova za koje put od korijena do tog ččvora ima duljinu vora ima duljinu ss
�� Nivo 0 Nivo 0 ččini korijen ini korijen 

�� Ovo je matematiOvo je matematiččki pojam stabla, nas zanima apstraktni tip podatakaki pojam stabla, nas zanima apstraktni tip podataka
�� Slijedi jedna moguSlijedi jedna mogućća izvedbaa izvedba
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Apstraktni tip podataka TREEApstraktni tip podataka TREE

nodenode –– bilo koji tip, ime bilo koji tip, ime ččvora. Postoji poseban element koji sluvora. Postoji poseban element koji služži kao ime nepostojei kao ime nepostojeććeg eg ččvora, vora, 
oznaoznaččavamo ga LAMBDAavamo ga LAMBDA

labeltypelabeltype –– bilo koji tip, oznaka bilo koji tip, oznaka ččvoravora
TREE TREE –– podatak ovog tipa je ureñeno stablo  podatak ovog tipa je ureñeno stablo ččiji iji ččvorovi su podaci tipa vorovi su podaci tipa nodenode, m, meñusobno eñusobno 

razlirazliččiti i razliiti i različčiti od LAMBDA. Svakom iti od LAMBDA. Svakom ččvoru se kao oznaka pridruvoru se kao oznaka pridružžuje podatak tipa uje podatak tipa labeltypelabeltype
MAKE_ROOT(l,&T) MAKE_ROOT(l,&T) –– funkcija pretvara stablo funkcija pretvara stablo TT u stablo koje se sastoji samo od korijena s u stablo koje se sastoji samo od korijena s 

oznakom oznakom ll. Vra. Vraćća ime a ime ččvora koji sluvora koji služži kao korijen.i kao korijen.
INSERT_CHILD(l,i,&T) INSERT_CHILD(l,i,&T) –– funkcija u stablo funkcija u stablo TT ubacuje novi ubacuje novi ččvor s oznakom vor s oznakom ll, tako da on bude , tako da on bude 

prvo dijete prvo dijete ččvoravora ii, vra, vraćća novi a novi ččvor. Nedefinirana ako vor. Nedefinirana ako ii ne pripada ne pripada TT..
INSERT_SIBLING(l,i,&T) INSERT_SIBLING(l,i,&T) -- funkcija u stablofunkcija u stablo TT ubacuje novi ubacuje novi ččvor s oznakom vor s oznakom ll, tako da on bude , tako da on bude 

iduidućći po redu brat i po redu brat ččvora vora ii, vra, vraćća novi a novi ččvor. Nedefinirana ako je vor. Nedefinirana ako je ii korijen ili ako nije u korijen ili ako nije u TT
DELETE(i,&T) DELETE(i,&T) –– funkcija izbacuje list funkcija izbacuje list ii iz stabla iz stabla TT. Nedefinirana ako je . Nedefinirana ako je i i korijen, ako nije u korijen, ako nije u TT ili ili 

ako ima djeceako ima djece
ROOT(T) ROOT(T) –– funkcija vrafunkcija vraćća korijen stabla a korijen stabla TT
FIRST_CHILD(i,T) FIRST_CHILD(i,T) –– funkcija vrafunkcija vraćća prvo po redu dijete a prvo po redu dijete ččvoravora ii u u TT. Ako je . Ako je ii list, vralist, vraćća LAMBDA. a LAMBDA. 

Nedefinirana akoNedefinirana ako ii nije u nije u TT..
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NEXT_SIBLING(i,T) NEXT_SIBLING(i,T) –– funkcija vrafunkcija vraćća idua iduććeg po redu brata eg po redu brata ččvora vora ii u u TT. Ako je . Ako je ii zadnji brat vrazadnji brat vraćća a 
LAMBDA, nedefinirana akoLAMBDA, nedefinirana ako ii nije u nije u TT

PARENT(i,T) PARENT(i,T) –– funkcija vrafunkcija vraćća roditelja a roditelja ččvora vora ii u u TT. Ako je . Ako je ii korijen vrakorijen vraćća LAMBDA.Nedefinirana a LAMBDA.Nedefinirana 
ako ako ii nije unije u TT..

LABEL(i,T) LABEL(i,T) –– funkcija vrafunkcija vraćća oznaku a oznaku ččvora vora ii u u TT. Nedefinirana ako . Nedefinirana ako ii nije u nije u TT..
CHANGE_LABEL(l,i,&T) CHANGE_LABEL(l,i,&T) –– funkcija mijenja oznaku funkcija mijenja oznaku ččvora vora ii iz iz TT u u ll. Nedefinirana ako . Nedefinirana ako ii nije u nije u TT..
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Obilazak stablaObilazak stabla

�� Obilazak stabla je algoritam kojim posjeObilazak stabla je algoritam kojim posjeććujemo ujemo ččvorove stabla tako da svaki vorove stabla tako da svaki ččvor posjetimo vor posjetimo 
totoččno jednomno jednom

�� Potrebno za obradu nad svim Potrebno za obradu nad svim ččvorovimavorovima
�� Svaki obilazak uspostavlja jedno linearno ureñivanje meñu Svaki obilazak uspostavlja jedno linearno ureñivanje meñu ččvorovimavorovima
�� NajNajččeeššćći obilasci su: PREORDER(), INORDER(), POSTORDER()i obilasci su: PREORDER(), INORDER(), POSTORDER()
�� Zadaju se rekurzivnoZadaju se rekurzivno
�� Definicija: neka je Definicija: neka je TT stablo sastavljeno od korijena stablo sastavljeno od korijena rr i i podstabalapodstabala TT11, T, T22,,……,,TTkk od korijena. od korijena. 

Tada:Tada:
PREORDER() PREORDER() …… najprije posjenajprije posjeććuje uje rr, zatim obilazi , zatim obilazi TT11, pa , pa TT22,,……, na kraju obilazi , na kraju obilazi TTkk

INORDER() INORDER() …… najprije obilazi najprije obilazi TT11, zatim posje, zatim posjeććuje r, obilaziuje r, obilaziTT22,,……, na kraju obilazi , na kraju obilazi TTkk

POSTORDER() POSTORDER() …… najprije obilazi najprije obilazi TT11, zatim obilazi , zatim obilazi TT22,,……, zatim obilazi , zatim obilazi TTkk , na kraju posje, na kraju posjeććuje ruje r
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�� Primjer: Primjer: ččvorove stabala sa slike algoritmi obilaze u sljedevorove stabala sa slike algoritmi obilaze u sljedeććem redoslijedu:em redoslijedu:

PREORDER(): 0, 1, 2, 4, 7, 8, 5, 9, 3, 6PREORDER(): 0, 1, 2, 4, 7, 8, 5, 9, 3, 6
INORDER(): 1, 0, 7, 4, 8, 2, 9, 5, 6, 3INORDER(): 1, 0, 7, 4, 8, 2, 9, 5, 6, 3
POSTORDER(): 1, 7, 8, 4, 9, 5, 2, 6, 3, 0POSTORDER(): 1, 7, 8, 4, 9, 5, 2, 6, 3, 0
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�� U apstraktnom tipu podataka TREE algoritmi obilaska se mogu pisaU apstraktnom tipu podataka TREE algoritmi obilaska se mogu pisati kao potprogrami. ti kao potprogrami. 
Primjer gdje je operacija posjePrimjer gdje je operacija posjeććivanje ivanje ččvora realizirana ispisom oznake vora realizirana ispisom oznake ččvora (obilazi se vora (obilazi se 
podstablopodstablo od T kojeg od T kojeg ččini ini ččvor vor ii s potomcima):s potomcima):

voidvoid PREORDER(PREORDER(nodenode i, TREE T) {i, TREE T) {
nodenode c;c;
printfprintf((“…”“…”, LABEL(i,T));, LABEL(i,T));
c = FIRST_CHILD(i,T);c = FIRST_CHILD(i,T);
whilewhile ( c != LAMBDA) {( c != LAMBDA) {

PREORDER(c,T);PREORDER(c,T);
c = NEXT_SIBLING(c,T);c = NEXT_SIBLING(c,T);
}}

}}
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Implementacija stabla na osnovu veze Implementacija stabla na osnovu veze ččvor vor →→ roditeljroditelj

�� Zasniva se na tome da svakom Zasniva se na tome da svakom ččvoru eksplicitno zapivoru eksplicitno zapiššemo njegovog roditeljaemo njegovog roditelja
�� MoguMogućće razne varijante zbog raznih prikaza skupa e razne varijante zbog raznih prikaza skupa ččvorovavorova
�� Uzimamo za imena Uzimamo za imena ččvorova cijele brojeve 0, 1, 2, vorova cijele brojeve 0, 1, 2, ……, n, n--1 gdje je n broj 1 gdje je n broj ččvorovavorova
�� Stablo se prikazuje poljima, iStablo se prikazuje poljima, i--te te ććelije polja opisuju ielije polja opisuju i--ti ti ččvor i u njima pivor i u njima pišše oznaka tog e oznaka tog ččvora vora 

odnosno kursor na roditeljaodnosno kursor na roditelja

##definedefine MAXNODES MAXNODES ……
##definedefine LAMBDA LAMBDA --11
typedeftypedef int int nodenode;;
typedeftypedef structstruct {{

nodenode rootroot;;
labeltypelabeltype labellabel[MAXNODES];[MAXNODES];
nodenode parentparent[MAXNODES];[MAXNODES];

} TREE;} TREE;



1212

Kursor Kursor rootroot pokazuje gdje je korijen stablapokazuje gdje je korijen stabla
Ako je MAXNODES veAko je MAXNODES većći od stvarnog broja i od stvarnog broja ččvorova neke vorova neke ććelije su slobodne. One se mogu elije su slobodne. One se mogu 

oznaoznaččiti tako da im se upiiti tako da im se upišše nemogue nemogućća vrijednost (a vrijednost (--1)1)
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�� Opisana struktura dobro podrOpisana struktura dobro podržžava operacije PARENT() i LABEL()ava operacije PARENT() i LABEL()
�� Ostale operacije zahtijevaju pretraOstale operacije zahtijevaju pretražživanje cijelog poljaivanje cijelog polja
�� Mana je da se ne pamti redoslijed braMana je da se ne pamti redoslijed braćće e –– stablo je zapravo neureñeno stablo je zapravo neureñeno
�� MoguMogućće uvesti dodatno pravilo da su brae uvesti dodatno pravilo da su braćća poredana po svojim imenima (indeksima). Tada a poredana po svojim imenima (indeksima). Tada 

vrijedi (u polju travrijedi (u polju tražžimo imo ććeliju nakon ieliju nakon i--te u kojoj je upisan isti roditelj):te u kojoj je upisan isti roditelj):

nodenode NEXT_SIBLING(NEXT_SIBLING(nodenode i, TREE T) {i, TREE T) {
nodenode j, p;j, p;
p = T.p = T.parentparent[i];[i];
forfor (j = i + 1; j < MAXNODES; j++)(j = i + 1; j < MAXNODES; j++)

ifif (T.(T.parentparent[j] == p) [j] == p) returnreturn j;j;
returnreturn LAMBDA; /* ne postoji iduLAMBDA; /* ne postoji idućći brat */i brat */
}}

Ova implementacija je dobra ako nema mnogo ubacivanja/izbaciOva implementacija je dobra ako nema mnogo ubacivanja/izbacivanja vanja ččvorova, nije vorova, nije potrebna potrebna 
ureñenost stabla i preteureñenost stabla i pretežžno se koriste operacije PARENT() i LABEL().no se koriste operacije PARENT() i LABEL().



1414

Implementacija stabla na osnovu veze Implementacija stabla na osnovu veze ččvor vor →→ (prvo dijete, idu(prvo dijete, idućći brat)i brat)

�� Svakom Svakom ččvoru se eksplicitno zapivoru se eksplicitno zapišše njegovo prvo dijete te njegov idue njegovo prvo dijete te njegov idućći brati brat
�� Veza od Veza od ččvora do djeteta ili brata se movora do djeteta ili brata se možže realizirati pomoe realizirati pomoćću pokazivau pokazivačča ili pomoa ili pomoćću u 

kursorakursora
�� Pogledajmo varijantu s kursorima gdje su imena Pogledajmo varijantu s kursorima gdje su imena ččvorova cijeli brojevivorova cijeli brojevi

##definedefine MAXNODES MAXNODES …… memoriju zauzimamo globalnim poljmemoriju zauzimamo globalnim poljem SPACE[]em SPACE[]
koje je zaliha koje je zaliha ććelija od kojih se grade stabla          elija od kojih se grade stabla          

typedeftypedef int int nodenode;                                       i;                                       i--ta ta ććelija opisuje ielija opisuje i--ti ti ččvorvor
typedeftypedef structstruct {                                         stablo prikazano kao {                                         stablo prikazano kao vezana struktura vezana struktura ććelijaelija

labeltypelabeltype labellabel;                                       stablo se identificira s;                                       stablo se identificira s kursorom na korijen:kursorom na korijen:
nodenode firstfirst__childchild, , nextnext__siblingsibling;                         ;                         typedeftypedef int TREE;int TREE;

} } nodenode__structstruct;                        ;                        

nodenode__structstruct SPACE[MAXNODES];SPACE[MAXNODES];
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�� Razna stabla troRazna stabla trošše e ććelije iz istog polja SPACE[], sve slobodne elije iz istog polja SPACE[], sve slobodne ććelije povezane su u vezanu elije povezane su u vezanu 
listu listu ččiji poredak pokazuje globalni kursor iji poredak pokazuje globalni kursor availavail. Slobodne . Slobodne ććelije se veelije se vežžu kursorima u kursorima 
smjesmješštenima tenima nprnpr. u komponenti . u komponenti nextnext__siblingsibling. Sve operacije osim PARENT() se mogu . Sve operacije osim PARENT() se mogu 
efikasno implementirati.efikasno implementirati.

ukoliko je potrebna i operacija PARENT()ukoliko je potrebna i operacija PARENT()
u u ććeliju polja SPACE[] se doda i kursor naeliju polja SPACE[] se doda i kursor na
roditeljaroditelja
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nodenode INSERT_CHILD(INSERT_CHILD(labeltypelabeltype l, l, nodenode i) {               i) {               
nodenode temptemp;;
ifif ((availavail == == --1) 1) errorerror((““Nema viNema višše slobodnog mjestae slobodnog mjesta””);     );     
elseelse {{

temptemp = = availavail;                                                   ;                                                   
availavail = SPACE[= SPACE[availavail].].nextnext__siblingsibling;                       ;                       
SPACE[SPACE[temptemp].].labellabel = l;                                      = l;                                      
SPACE[SPACE[temptemp].].firstfirst..childchild = = --1;1;
SPACE[SPACE[temptemp].].nextnext__siblingsibling = SPACE[i].= SPACE[i].firstfirst__childchild;;
SPACE[i].SPACE[i].firstfirst__childchild = = temptemp;;
returnreturn temptemp;;

}}
}}

Ova implementacija pogodna kada ima punoOva implementacija pogodna kada ima puno
ubacivanja/izbacivanja ubacivanja/izbacivanja ččvorova ili kad se vivorova ili kad se višše e 
stabala spaja u vestabala spaja u većće ili za intenzivnu uporabue ili za intenzivnu uporabu
veza roditelj  veza roditelj  →→ dijetedijete
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Binarno stabloBinarno stablo

�� OpOpććenito stablo kakvo smo razmatrali do sada je enito stablo kakvo smo razmatrali do sada je ččesto u matematici dok se u raesto u matematici dok se u raččunarstvu unarstvu 
ččeeššćće javljaju binarna stablae javljaju binarna stabla

�� To je neTo je neššto jednostavniji i pravilnije grañen objekt kojeg je jednostavnito jednostavniji i pravilnije grañen objekt kojeg je jednostavnije prikazati je prikazati 
raraččunalomunalom

�� Definicija: binarno stablo Definicija: binarno stablo TT je konaje konaččan skup podataka istog tipa koje zovemo an skup podataka istog tipa koje zovemo ččvorovi. Pri vorovi. Pri 
tom vrijedi da je tom vrijedi da je TT prazan skup (prazno stablo) ili postoji istaknut prazan skup (prazno stablo) ili postoji istaknut ččvor vor rr koji se zove korijen koji se zove korijen 
od od TT, a ostali , a ostali ččvorovi grade ureñeni par vorovi grade ureñeni par ((TTLL,T,TRR) ) disjunktnihdisjunktnih manjih binarnih stabalamanjih binarnih stabala
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�� Ako T sadrAko T sadržži korijen r, tada se binarna stabla i korijen r, tada se binarna stabla TTLL i i TTRR zovu lijevo i desno zovu lijevo i desno podstablopodstablo
�� Korijen od Korijen od TTLL (ako postoji) je lijevo dijete od r ((ako postoji) je lijevo dijete od r (TTRR desno dijete), a r je njihov roditeljdesno dijete), a r je njihov roditelj
�� Ostala terminologija ista kao kod stabala, primjenjuju se i istiOstala terminologija ista kao kod stabala, primjenjuju se i isti algoritmi obilaskaalgoritmi obilaska
�� VaVažžno je da binarno stablo nije specijalan sluno je da binarno stablo nije specijalan sluččaj ureñenog stablaaj ureñenog stabla, jer binarno stablo mo, jer binarno stablo možže e 

biti prazno, te ako biti prazno, te ako ččvor ima samo jedno dijete kod binarnog stabla je vavor ima samo jedno dijete kod binarnog stabla je važžno da li je ono no da li je ono 
lijevo ili desnolijevo ili desno

primjer 2 razliprimjer 2 različčita binarna stablaita binarna stabla

 kad bi ovo bila ureñena stabla kad bi ovo bila ureñena stabla,,
onda bi bila istovjetnaonda bi bila istovjetna
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�� Dakle, bDakle, binarnoinarno stablostablo jeje stablostablo kojekoje se se sastojisastoji odod nijednognijednog, , jednogjednog iliili viviššee ččvorovavorova
drugogdrugog stupnjastupnja. . KodKod binarnogbinarnog stablastabla razlikujemorazlikujemo lijevolijevo i i desnodesno podstablopodstablo svakogsvakog ččvoravora..
Primjeri binarnih stabala:Primjeri binarnih stabala:

a 

b 

c 

d 

Koso stablo a 

b 

c 

g 

Potpuno stablo 

c 

d f e 

h 
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�� IzIz definicijedefinicije binarnogbinarnog stablastabla slijedeslijede zakljuzaključčcici dada jeje::
�� maksimalnimaksimalni brojbroj ččvorovavorova nana kk--tojtoj razinirazini jednakjednak jeje 22kk--11

�� maksimalnimaksimalni brojbroj ččvorovavorova binarnogbinarnog stablastabla visinevisine kk jednakjednak jeje 22kk --11 zaza kk>0>0

�� StabloStablo kojekoje jeje visinevisine kk i i imaima 22kk --11 elemenataelemenata nazivanaziva se se punopuno binarnobinarno stablostablo. . BinarnoBinarno
stablostablo s s nn ččvorovavorova dubinedubine kk jeje potpunopotpuno akoako i i samosamo akoako njegovinjegovi ččvorovivorovi odgovarajuodgovaraju
ččvorovimavorovima punogpunog binarnogbinarnog stablastabla dubinedubine kk kojikoji susu numeriraninumerirani odod 11 do do nn..

�� PosljedicaPosljedica jeje u tome u tome dada jeje razlikarazlika razinarazina krajnjihkrajnjih ččvorovavorova potpunogpotpunog stablastabla najvinajviššee jedanjedan..

1
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k+1

2 3

4 i/2 6 7

2k

2k-1+12k-1

2k+1

2k-12k-2

2k+1-1

i i+1

2i 2i+1...... ...... ......

......

......
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�� Primjeri binarnih stabala:Primjeri binarnih stabala:
�� Ako je aritmetiAko je aritmetiččki izraz sastavljen od binarnih operacija tada se njegova graña ki izraz sastavljen od binarnih operacija tada se njegova graña momožže e 

prikazati binarnim stablomprikazati binarnim stablom
�� Znakovi su kodirani nizom bitova; postupak dekodiranja se moZnakovi su kodirani nizom bitova; postupak dekodiranja se možže prikazati binarnim stablom:e prikazati binarnim stablom:
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�� Bilo koje ureñeno stablo se moBilo koje ureñeno stablo se možže interpretirati kao binarno stablo na osnovu veza e interpretirati kao binarno stablo na osnovu veza ččvor vor →→
prvo dijete i prvo dijete i ččvor vor →→ iduidućći brati brat

�� Ova pretvorba je veOva pretvorba je većć korikorišštena kod implementacije stabla tena kod implementacije stabla ččvor vor →→ (prvo dijete, idu(prvo dijete, idućći brat)i brat)



2323

Potpuno binarno stabloPotpuno binarno stablo

�� Potpuno binarno stablo je grañeno od n Potpuno binarno stablo je grañeno od n ččvorova, s imenima 0, 1, 2, vorova, s imenima 0, 1, 2, ……, n, n--1. Pritom vrijedi:1. Pritom vrijedi:
-- lijevo dijete lijevo dijete ččvora vora ii je je ččvor 2vor 2ii+1 (ako je 2+1 (ako je 2ii+1 > n+1 > n--1 tada 1 tada ččvor nema lijevo dijete)vor nema lijevo dijete)
-- desno dijete desno dijete ččvora vora ii je je ččvor 2vor 2ii+2 (ako je 2+2 (ako je 2ii+2 > n+2 > n--1 tada 1 tada ii nema desno dijete)nema desno dijete)
Primjer: potpuno binarno stablo s n = 12 izgleda ovakoPrimjer: potpuno binarno stablo s n = 12 izgleda ovako

Na svim nivoima osim zadnjegNa svim nivoima osim zadnjeg
postoje svi mogupostoje svi mogućći i ččvorovivorovi
ČČvorovi na zadnjem nivou krevorovi na zadnjem nivou kreććuu
od lijeve straneod lijeve strane
Numeriranje ide od nivoa 0 naNumeriranje ide od nivoa 0 na
nivo 1, nivo 2 nivo 1, nivo 2 itditd s lijeva na desnos lijeva na desno
Objekti sa statiObjekti sa statiččkom grañomkom grañom
ne stvaraju se novi ne stvaraju se novi ččvorovi ivorovi i
podstablapodstabla jer rezultat vijer rezultat višše nijee nije
potpuno binarno stablo  potpuno binarno stablo  
(samo na desnom kraju zadnjeg(samo na desnom kraju zadnjeg
nivoa mogunivoa mogućće ubacivanje/e ubacivanje/
izbacivanje izbacivanje ččvorova)vorova)
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Apstraktni tip podataka BTREEApstraktni tip podataka BTREE

�� Takoñer se moTakoñer se možže definirati na razne nae definirati na razne naččine kao ATPine kao ATP
�� Operacije na nivou Operacije na nivou ččvorova i nivou vorova i nivou podstabalapodstabala
�� Ovdje jedan primjer s opOvdje jedan primjer s opšširnim popisom operacijairnim popisom operacija

nodenode …… bilo koji tip, imena bilo koji tip, imena ččvorova. Postoji poseban element LAMBDA koji oznavorova. Postoji poseban element LAMBDA koji označčava ava 
nepostojenepostojećći i ččvorvor

labeltypelabeltype …… bilo koji tip, oznaka bilo koji tip, oznaka ččvoravora
BTREE BTREE …… podatak ovog tipa je binarno stablo podatak ovog tipa je binarno stablo ččiji iji ččvorovi su podaci tipa vorovi su podaci tipa nodenode, m, meñusobno eñusobno 

razlirazliččiti i razliiti i različčiti od LAMBDA. Svakom iti od LAMBDA. Svakom ččvoru je kao oznaka pridruvoru je kao oznaka pridružžen podatak tipa en podatak tipa 
labeltypelabeltype

MAKE_NULL(&T) MAKE_NULL(&T) …… funkcija pretvara funkcija pretvara TT u prazno binarno stablou prazno binarno stablo
EMPTY(T) EMPTY(T) …… funkcija vrafunkcija vraćća istinu ako je a istinu ako je TT prazno binarno stablo, inaprazno binarno stablo, inačče lae lažž
CREATE(l,TL,TR,&T) CREATE(l,TL,TR,&T) …… funkcija stvara novo binarno stablo funkcija stvara novo binarno stablo TT kojem je lijevo kojem je lijevo podstablopodstablo TLTL, a , a 

desno desno TRTR. . TLTL i i TRTR moraju biti moraju biti disjunktnidisjunktni. Korijen od . Korijen od TT dobiva oznaku dobiva oznaku ll..
LEFT_SUBTREE(T,&TL), RIGHT_SUBTREE(T,&TR) LEFT_SUBTREE(T,&TL), RIGHT_SUBTREE(T,&TR) …… funkcija preko parametra funkcija preko parametra TLTL ((TRTR) vra) vraćća a 

lijevo(desno) lijevo(desno) podstablopodstablo binarnog stabla binarnog stabla TT. Nedefinirana za prazan . Nedefinirana za prazan TT..
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INSERT_LEFT_CHILD(l,i,&T), INSERT_RIGHT_CHILD(l,i,&T) INSERT_LEFT_CHILD(l,i,&T), INSERT_RIGHT_CHILD(l,i,&T) …… funkcija u binarno stablo funkcija u binarno stablo TT
ubacuje novi ubacuje novi ččvor s oznakom vor s oznakom ll, tako da on bude lijevo (desno) dijete , tako da on bude lijevo (desno) dijete ččvora vora ii. Vra. Vraćća novi a novi 
ččvor. Nedefinirana akovor. Nedefinirana ako ii nije u nije u TT ili ako i veili ako i većć ima to dijete.ima to dijete.
DELETE(i,&T) DELETE(i,&T) …… funkcija izbacuje list funkcija izbacuje list ii iz binarnog stabla iz binarnog stabla TT. Nedefinirana ako . Nedefinirana ako ii nije u nije u TT ili ili 
ako ako ii ima dijete.ima dijete.
ROOT(T) ROOT(T) …… funkcija vrafunkcija vraćća korijen od a korijen od TT. Za prazan . Za prazan TT vravraćća LAMBDA.a LAMBDA.
LEFT_CHILD(i,T), RIGHT_CHILD(i,T) LEFT_CHILD(i,T), RIGHT_CHILD(i,T) …… funkcija vrafunkcija vraćća lijevo (desno) dijete a lijevo (desno) dijete ččvora vora ii iz iz TT. Ako . Ako 
dijete ne postoji vradijete ne postoji vraćća LAMBDA. Nedefinirana ako a LAMBDA. Nedefinirana ako ii nije u nije u TT..
PARENT(i,T) PARENT(i,T) …… funkcija vrafunkcija vraćća roditelja a roditelja ččvora vora ii iz iz TT. Ako je . Ako je ii korijen vrakorijen vraćća LAMBDA. a LAMBDA. 
Nedefinirana za Nedefinirana za ii koji nije u koji nije u TT..
LABEL(i,T) LABEL(i,T) …… funkcija vrafunkcija vraćća oznaku a oznaku ččvora vora ii u binarnom stablu u binarnom stablu TT. Nedefinirana ako . Nedefinirana ako ii nije u nije u TT..
CHANGE_LABEL(l,i,&T) CHANGE_LABEL(l,i,&T) …… funkcija mijenja oznaku funkcija mijenja oznaku ččvora vora ii iz iz TT tako da ona postane tako da ona postane ll. . 
Nedefinirana akoNedefinirana ako ii nije u nije u TT..
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�� PotpunoPotpuno se se binarnobinarno stablostablo jednostavnojednostavno prikazujeprikazuje jednodimenzionalnimjednodimenzionalnim poljempoljem, , bezbez podatakapodataka
zaza povezivanjepovezivanje i i koristikoristi se se pravilimapravilima zaza odreñivanjeodreñivanje odnosaodnosa u u stablustablu. . Ako kAko koriorišštenjetenje poljapolja
popoččinjeinje odod ččlanalana s s indeksomindeksom 1 1 ((radiradi jednostavnostijednostavnosti izrazaizraza, jedan na, jedan naččin izvedbe), veze za in izvedbe), veze za ii--titi
ččvorvor susu::
�� roditelj(roditelj(ii)= )= i/2i/2 zaza ii≠≠ 11; ; kadakada jeje i=i=1, 1, ččvorvor ii jeje korijenkorijen pa pa nemanema roditeljaroditelja
�� lijevo_dijete(lijevo_dijete(ii)=)=22**ii akoako jeje 22*i*i≤≤ nn; ; kadkad jeje 2*2*ii>>nn ččvorvor ii nemanema lijevoglijevog djetetadjeteta
�� desno_dijete(desno_dijete(ii)=)=2*2*ii+1+1 akoako jeje 22*i+*i+11≤≤nn; ; kadkad jeje 2*2*ii+1>+1>nn ččvorvor ii nemanema desnogdesnog djetetadjeteta
�� OvakoOvako se se mogumogu prikazatiprikazati svasva binarnabinarna stablastabla, , aliali se se tadatada efikasnoefikasno nene koristikoristi memorijamemorija. . 

NajgoriNajgori slusluččajaj susu kosakosa stablastabla kojakoja koristekoriste smosmo kk lokacijalokacija odod 22kk --11 lokacijalokacija predviñenihpredviñenih zaza to to 
stablostablo..

�� Problem Problem kodkod prikazaprikaza stablastabla statistatiččkomkom strukturomstrukturom poljepolje jeje i i tetešškoko umetanjeumetanje i i brisanjebrisanje ččvorovavorova
jerjer titi zahtjevizahtjevi mogumogu tratražžitiiti pomicanjepomicanje punopuno elemenataelemenata. . 

PrikazPrikaz binarnogbinarnog stablastabla statistatiččkomkom strukturomstrukturom poljepolje

a b c d eKoso stablo

Potpuno stablo a b d h pc e f g i j k l m n o
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Implementacija potpunog binarnog stabla pomoImplementacija potpunog binarnog stabla pomoćću poljau polja

�� ii--ta ta ććelija polja sadrelija polja sadržži oznaku i oznaku ččvora i, postoji kursor koji pokazuje na zadnji vora i, postoji kursor koji pokazuje na zadnji ččvor nvor n--11

##definedefine MAXNODE MAXNODE ……
typedeftypedef int int nodenode;;
typedeftypedef structstruct {{

int last;int last;
labeltypelabeltype labelslabels[MAXNODE];[MAXNODE];

} BTREE;} BTREE;

Manevriranje po stablu (drugi naManevriranje po stablu (drugi naččin izvedbe): korijen predstavljen 0in izvedbe): korijen predstavljen 0--tom tom ććelijom, lijevo i elijom, lijevo i 
desno dijete desno dijete ččvora iz ivora iz i--te te ććelije se nalaze u elije se nalaze u ććelijama 2i+1 i 2i+2 (ako one postoje). elijama 2i+1 i 2i+2 (ako one postoje). 
Roditelj Roditelj ččvora iz ivora iz i--te te ććelije je u (ielije je u (i--1)/2 1)/2 ććelijieliji
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PrikazPrikaz binarnog binarnog stablastabla dinamidinamiččkomkom strukturomstrukturom –– implementacija implementacija 
pomopomoćću pokazivau pokazivaččaa

�� Svakom Svakom ččvoru se eksplicitno zapivoru se eksplicitno zapišše njegovo lijevo i desno dijete, ako je potrebno moe njegovo lijevo i desno dijete, ako je potrebno možže e 
se dodati i pokazivase dodati i pokazivačč na roditeljana roditelja

typedeftypedef structstruct cellcell__tagtag {{
labeltypelabeltype labellabel;;
structstruct cellcell__tagtag **leftchildleftchild;;
structstruct cellcell__tagtag **rightchildrightchild;;
structstruct cellcell__typetype **parentparent;   /* kada je potrebna i veza s ;   /* kada je potrebna i veza s roditeljomroditeljom */*/

} } celltypecelltype;;

typedeftypedef celltypecelltype **nodenode;;
typedeftypedef celltypecelltype *BTREE;*BTREE;

Svaki se Svaki se ččvor prikavor prikažže jednom e jednom ććelijom, pa je elijom, pa je ččvor jednoznavor jednoznaččno odreñen pokazivano odreñen pokazivaččem na em na 
tu tu ććeliju. Binarno stablo se poistovjeeliju. Binarno stablo se poistovjeććuje s pokazivauje s pokazivaččem na korijen. Prazno stablo se em na korijen. Prazno stablo se 
prikazuje pokazivaprikazuje pokazivaččem NULL.em NULL.
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Koso stablo 

a 

b 

c 

d 

�� Sve operacije iz ATP BTREE se mogu efikasno izvesti uz konstantnSve operacije iz ATP BTREE se mogu efikasno izvesti uz konstantno vrijeme izvro vrijeme izvrššavanjaavanja

void CREATE (labeltype l, BTREE TL, BTREE TR, BTREE *Tptr) {
*Tptr = (celltype*)malloc(sizeof(celltype));
(*Tptr)->label = l;
(*Tptr)->leftchild = TL;
(*Tptr)->rightchild = TR;
}

Potpuno 
stablo 

a 

b 

d 

h 

c 

e f g 

i 
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K-stabla, stablo traženja (sortirano stablo)

�� PrirodnaPrirodna generalizacijageneralizacija binarnihbinarnih stabalastabala susu kk--stablastabla, , gdjegdje kk predstavljapredstavlja stupanjstupanj stablastabla, , 
kk>2>2, , sasa istimistim mogumoguććnostimanostima prikazivanjaprikazivanja. . OpOpććenitaenita stablastabla, s , s raznimraznim stupnjevimastupnjevima, se , se mogumogu
transformiratitransformirati u u binarnabinarna stablastabla šštoto rezultirarezultira manjimmanjim i i efikasnijimefikasnijim algoritmimaalgoritmima, , tete manjimmanjim
potrebamapotrebama zaza memorijommemorijom..

�� MoMožžee se se oblikovatioblikovati stablostablo zaza tratražženjeenje ((sortiranosortirano, , ureñenoureñeno stablostablo) ) popo nekomnekom odod podatakapodataka
((kljuključčuu) ) kojikoji se se upisujuupisuju u u pojedinipojedini ččvorvor. . UpisUpis novognovog ččvoravora popoččinjeinje pretragompretragom odod korijenakorijena
stablastabla. . UsporeñujeUsporeñuje se se vevećć upisaniupisani podatakpodatak u u ččvorovimavorovima s s novimnovim podatkompodatkom::
�� akoako jeje kljuključč novog novog ččvora manji od kljuvora manji od ključča upisanog a upisanog ččvoravora usporedbeusporedbe, , nastavljanastavlja se se 

usporedbausporedba u u lijevomlijevom podstablupodstablu..
�� akoako jeje kljuključč novog novog ččvora vevora većći ili jednak od kljui ili jednak od ključča upisanog a upisanog ččvoravora usporedbeusporedbe, , nastavljanastavlja

se se usporedbausporedba u u desnomdesnom podstablupodstablu..
�� akoako upisaniupisani ččvorvor nemanema podstablopodstablo u u tratražženomenom smjerusmjeru, , novinovi ččvorvor postajepostaje dijetedijete

upisanogupisanog ččvoravora..


