
Oblikovanje algoritamaOblikovanje algoritama
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�� Iskustveno je nañeno nekoliko opIskustveno je nañeno nekoliko opććenitih strategija za oblikovanje algoritamaenitih strategija za oblikovanje algoritama
�� Razmotrit Razmotrit ććemo, na nekoliko primjera, najvaemo, na nekoliko primjera, najvažžnije strategije:nije strategije:

–– PodijeliPodijeli--papa--vladajvladaj
–– DinamiDinamiččko programiranjeko programiranje
–– Pohlepni pristupPohlepni pristup
–– BacktrackingBacktracking (strategija odustajanja/povla(strategija odustajanja/povlaččenja)enja)

�� Postupak traPostupak tražženja algoritma za rjeenja algoritma za rješšavanje novog problema: ispitati kakav algoritam avanje novog problema: ispitati kakav algoritam 
daju najdaju najččeeššćće strategije i onda ih usporeditie strategije i onda ih usporediti

�� Nema garancije da Nema garancije da ćće neka strategija dati toe neka strategija dati toččno rjeno rješšenjeenje
�� RjeRješšenje moenje možže biti i samo priblie biti i samo približžno, nema garancije da je egzaktnono, nema garancije da je egzaktno
�� Dobiveni algoritam ne mora biti ni efikasanDobiveni algoritam ne mora biti ni efikasan
�� Ove strategije su se pokazale uspjeOve strategije su se pokazale uspješšne za mnoge probleme, pa je to razlog zane za mnoge probleme, pa je to razlog zaššto se to se 

najnajččeeššćće koriste u rjee koriste u rješšavanju novih problemaavanju novih problema
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Strategija podijeliStrategija podijeli--papa--vladajvladaj

�� Najprimjenljivija strategija za oblikovanje algoritamaNajprimjenljivija strategija za oblikovanje algoritama
�� Ideja je da se zadani problem razbije u nekoliko manjih istovrsnIdeja je da se zadani problem razbije u nekoliko manjih istovrsnih problema, tako da se ih problema, tako da se 

rjerješšenje polaznog problema moenje polaznog problema možže relativno lako konstruirati iz rjee relativno lako konstruirati iz rješšenja manjih enja manjih 
problemaproblema

�� Dobiveni algoritam je rekurzivan, jer se svaki od manjih problemDobiveni algoritam je rekurzivan, jer se svaki od manjih problema i dalje razbija u joa i dalje razbija u jošš
manje problememanje probleme

�� NuNužžna pretpostavka je da postoji direktno rjena pretpostavka je da postoji direktno rješšenje za dovoljno mali problem, enje za dovoljno mali problem, tjtj. mora . mora 
postojati neka relativno jednostavna tehnika rjepostojati neka relativno jednostavna tehnika rješšavanja dovoljno malog problema avanja dovoljno malog problema 

�� Ovu strategiju smo veOvu strategiju smo većć koristili u rjekoristili u rješšavanjima raznih problema u ovom kolegiju (avanjima raznih problema u ovom kolegiju (nprnpr. . 
binarna stabla, hrpa binarna stabla, hrpa itditd) ) 
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Sortiranje spajanjemSortiranje spajanjem

�� ObjaObjaššnjenje algoritma sortiranja spajanjem (njenje algoritma sortiranja spajanjem (MergeMerge SortSort):):
-- ššto je lista dulja, teto je lista dulja, težže ju je sortirati, pa se zato poe ju je sortirati, pa se zato poččetna lista razbije u dvije manje i etna lista razbije u dvije manje i 

svaka od njih se sortira zasebnosvaka od njih se sortira zasebno
-- velika sortirana lista se dobiva relativno jednostavnim postupkvelika sortirana lista se dobiva relativno jednostavnim postupkom spajanja dvije male om spajanja dvije male 

sortirane listesortirane liste

Primjer:                          (9, 2, 4, 6, 8, 1, 7, 5)Primjer:                          (9, 2, 4, 6, 8, 1, 7, 5)
podijeli se na dvije listepodijeli se na dvije liste

(9, 2, 4, 6)                          (8(9, 2, 4, 6)                          (8, 1, 7, 5), 1, 7, 5)
podijeli se na 2 liste                podijelpodijeli se na 2 liste                podijeli se na 2 listei se na 2 liste
(9, 2)         (4, 6)                    (8,(9, 2)         (4, 6)                    (8, 1)          (7, 5)1)          (7, 5)

podijele se na po 2podijele se na po 2 listeliste
(9)     (2)      (4)    (6)             (8)     (9)     (2)      (4)    (6)             (8)     (1)      (7)   (5)(1)      (7)   (5)
spajanje       spajanje              spajanje spajanje       spajanje              spajanje spajanje                spajanje                
(2, 9)          (4, 6)                   (1,(2, 9)          (4, 6)                   (1, 8)          (5, 7)8)          (5, 7)

spajanje                              spajanje                              spajanjespajanje
(2, 4, 6, 9)                            (2, 4, 6, 9)                            (1, 5, 7, 8)  (1, 5, 7, 8)  

spajanjespajanje
(1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9)(1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9)
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�� Algoritam sortiranja spajanjem:Algoritam sortiranja spajanjem:
ulaz je lista aulaz je lista a11, , ……, a, ann , izlaz sortirana lista, izlaz sortirana lista

1. podijeli listu na dva jednaka dijela1. podijeli listu na dva jednaka dijela
2. sortiraj listu a2. sortiraj listu a11, , ……, a, an/2n/2

3. sortiraj listu a3. sortiraj listu an/2+1n/2+1, , ……, a, ann

4. spoji liste a4. spoji liste a11, , ……, a, an/2n/2 i ai an/2+1n/2+1, , ……, a, ann

�� Algoritam spajanja:Algoritam spajanja:
ulaz su dvije sortirane liste bulaz su dvije sortirane liste b11, , ……, b, bk k i ci c11, , ……, c, cll , izlaz je sortirana lista a, izlaz je sortirana lista a11, , ……, a, ak+lk+l

1. i = 1, j = 11. i = 1, j = 1
2. ponavljaj korak 3 sve dok je i 2. ponavljaj korak 3 sve dok je i ≤≤ k i j k i j ≤≤ ll
3. ako je b3. ako je bii < < ccjj onda aonda ai+ji+j--11 = b= bii, i=i+1, ina, i=i+1, inačče ae ai+ji+j--11 = = ccjj, j=j+1, j=j+1
4. ponavljaj korak 5 sve dok je i 4. ponavljaj korak 5 sve dok je i ≤≤ k k 
5. a5. ai+ji+j--11 = b= bii, i=i+1, i=i+1
6. ponavljaj korak 7 sve dok je j 6. ponavljaj korak 7 sve dok je j ≤≤ ll
7. a7. ai+ji+j--11 = = ccjj, j=j+1, j=j+1

�� SloSložženost ovog algoritma je O(n enost ovog algoritma je O(n lglg n)n)
�� Nedostatak: potrebno pomoNedostatak: potrebno pomoććno poljeno polje
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// // MergeSortMergeSort –– sortsortiranjeiranje spajanjemspajanjem
void void MergeSortMergeSort (tip A [], (tip A [], intint N) {N) {
tip *tip *PomPoljePomPolje;;
PomPoljePomPolje = = mallocmalloc (N * (N * sizeofsizeof (tip));(tip));
if (if (PomPoljePomPolje != NULL) {!= NULL) {
MSortMSort (A, (A, PomPoljePomPolje, 0, N , 0, N -- 1);1);
free (free (PomPoljePomPolje););

} else } else 
printfprintf ("("NemaNema mjestamjesta zaza PomPoljePomPolje!!\\nn");");

}}

// // MergeSortMergeSort -- rekurzivnorekurzivno sortiranjesortiranje podpoljapodpolja
void void MSortMSort (tip A [], tip (tip A [], tip PomPoljePomPolje[], [], intint lijevolijevo, , intint desnodesno ) {) {
intint sredinasredina;;
if (if (lijevolijevo < < desnodesno) {) {
sredinasredina = (= (lijevolijevo + + desnodesno) / 2;) / 2;
MSortMSort (A, (A, PomPoljePomPolje, , lijevolijevo, , sredinasredina););
MSortMSort (A, (A, PomPoljePomPolje, , sredinasredina + 1, + 1, desnodesno););
Merge (A, Merge (A, PomPoljePomPolje, , lijevolijevo, , sredinasredina + 1, + 1, desnodesno););

}}
}}
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// // udruzivanjeudruzivanje LPoz:LijeviKrajLPoz:LijeviKraj i i DPoz:DesniKrajDPoz:DesniKraj
void Merge (tip A [], tip void Merge (tip A [], tip PomPoljePomPolje [], [], intint LPozLPoz, , intint DPozDPoz, , intint DesniKrajDesniKraj) {) {
intint i, i, LijeviKrajLijeviKraj, , BrojClanovaBrojClanova, , PomPozPomPoz;;
LijeviKrajLijeviKraj = = DPozDPoz -- 1;1;
PomPozPomPoz = = LPozLPoz;;
BrojClanovaBrojClanova = = DesniKrajDesniKraj -- LPozLPoz + 1;+ 1;
// // glavnaglavna peljapelja
while (while (LPozLPoz <= <= LijeviKrajLijeviKraj && && DPozDPoz <= <= DesniKrajDesniKraj) {) {
if (A [if (A [LPozLPoz] <= A [] <= A [DPozDPoz])])
PomPoljePomPolje [[PomPozPomPoz++] = A [++] = A [LPozLPoz++];++];

else else 
PomPoljePomPolje [[PomPozPomPoz++] = A [++] = A [DPozDPoz++];++];

}}
while (while (LPozLPoz <= <= LijeviKrajLijeviKraj))
// // KopirajKopiraj ostatakostatak prveprve polovicepolovice
PomPoljePomPolje [[PomPozPomPoz++] = A [++] = A [LPozLPoz++];++];

while (while (DPozDPoz <= <= DesniKrajDesniKraj))
// // KopirajKopiraj ostatakostatak drugedruge polovicepolovice
PomPoljePomPolje [[PomPozPomPoz++] = A [++] = A [DPozDPoz++];++];

for (i = 0; i < for (i = 0; i < BrojClanovaBrojClanova; i++, ; i++, DesniKrajDesniKraj----))
// // KopirajKopiraj PomPoljePomPolje natragnatrag
A [A [DesniKrajDesniKraj] = ] = PomPoljePomPolje [[DesniKrajDesniKraj];];

}}
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TraTražženje elementa u listienje elementa u listi

�� Problem: utvrditi da li u zadanoj listi postoji element s zadanoProblem: utvrditi da li u zadanoj listi postoji element s zadanom vrijednom vrijednoššććuu
�� Strategija podijeliStrategija podijeli--papa--vladaj vodi na sljedevladaj vodi na sljedećći algoritam:i algoritam:

-- ššto je lista dulja, teto je lista dulja, težže ju je pretrae ju je pretražživati, pa se poivati, pa se poččetna lista podijeli u etna lista podijeli u nprnpr. 3 manje liste . 3 manje liste 
i u svakoj se zasebno trai u svakoj se zasebno tražži zadana vrijednosti zadana vrijednost

-- tratražžena vrijednost se javlja u poena vrijednost se javlja u poččetnoj listi ako se javlja u bar jednoj manjoj listi, znaetnoj listi ako se javlja u bar jednoj manjoj listi, značči i 
konakonaččno rjeno rješšenje se dobije primjenom logienje se dobije primjenom logiččke ke ““iliili”” operacije na parcijalna rjeoperacije na parcijalna rješšenjaenja

Primjer:            4 ?         (8, 3, 1, 4, 5, 2, 9, 6, 4, 3, 5Primjer:            4 ?         (8, 3, 1, 4, 5, 2, 9, 6, 4, 3, 5))
podijeli se na tri lispodijeli se na tri listete

(8, 3, 1, 4)       (5, 2, 9)        (6(8, 3, 1, 4)       (5, 2, 9)        (6, 4, 3, 5), 4, 3, 5)
pretrapretražživanje listiivanje listi

DA                 NE           DA                 NE           DADA
logilogiččka operacija ka operacija ““iliili””

DADA

�� Ne dovodi do efikasnijeg algoritmaNe dovodi do efikasnijeg algoritma
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�� Ako je poAko je poččetna list sortirana, ovaj algoritam se moetna list sortirana, ovaj algoritam se možže bitno pojednostaviti: e bitno pojednostaviti: 
-- podjela na manje liste se izvodi tako da srednja lista ima samopodjela na manje liste se izvodi tako da srednja lista ima samo jedan element, a jedan element, a 
preostale dvije su podjednake duljinepreostale dvije su podjednake duljine

      -- jedna operacija usporeñivanja  jedna operacija usporeñivanja (tra(tražženi element s vrijednoeni element s vrijednoššćću u sredini) omoguu u sredini) omoguććuje da uje da 
se vrijednost odmah pronañe ili se odbace dvije listese vrijednost odmah pronañe ili se odbace dvije liste

�� To je algoritam binarnog pretraTo je algoritam binarnog pretražživanjaivanja

Primjer:              4 ?     (1, 3, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 9)Primjer:              4 ?     (1, 3, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 9)

podijeli se na tri listepodijeli se na tri liste
(1, 3, 3, 4, 6)    (6)      (7, 8, (1, 3, 3, 4, 6)    (6)      (7, 8, 9, 9, 9)9)

                                            usporeñivanje                                            usporeñivanje
?             NE         ?             NE         NE  NE  

podijeli se na tri listepodijeli se na tri liste
(1, 3)    (3)    (4, 6) (1, 3)    (3)    (4, 6) 

                         usporeñivanje                         usporeñivanje
NE       NE       ?                     NE       NE       ?                     

podijeli se na tri listepodijeli se na tri liste
(4)      (4)      (6)(4)      (4)      (6)

DADA



1010

�� Algoritam binarnog pretraAlgoritam binarnog pretražživanja:ivanja:
ulaz je kursor f na poulaz je kursor f na poččetak liste, kursor l na kraj liste, traetak liste, kursor l na kraj liste, tražžena vrijednost x, lista aena vrijednost x, lista a11, , ……, , 
aann, izlaz je DA ako je x u listi, ina, izlaz je DA ako je x u listi, inačče NE e NE 
1. p = (f + l)/21. p = (f + l)/2
2. ako je a2. ako je app = x vrati DA i stani= x vrati DA i stani
3. ako je a3. ako je app > x i p > f onda ponovno na korak 1 za kursore f, l = p> x i p > f onda ponovno na korak 1 za kursore f, l = p--11
4. ako je a4. ako je app < x i p < l onda ponovno na korak 1 za kursore f = p+1, l< x i p < l onda ponovno na korak 1 za kursore f = p+1, l
5. vrati NE i stani5. vrati NE i stani

�� SloSložženost algoritmaenost algoritma: duljina liste koja se promatra n: duljina liste koja se promatra n
�� Najgori sluNajgori sluččajaj: x se ne nalazi u listi: x se ne nalazi u listi
izvrizvrššavaju se koraci 1, 2, 3 i 4 koji se svi obavljaju u konstantnom avaju se koraci 1, 2, 3 i 4 koji se svi obavljaju u konstantnom vremenu:  vremenu:  

TTmaxmax (n) (n) ≤≤ cc11 + + TTmaxmax (n/2) (n/2) 
potrebno je rijepotrebno je riješšiti iti rekurzijurekurziju

ttnn = = ttnn/2/2 + c+ c11

To je To je podijelipodijeli--papa--vladaj vladaj rekurzijarekurzija
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�� RjeRješšava se uvoñenjem supstitucije aava se uvoñenjem supstitucije ann = t= t22n  n  ššto vodi na izrazto vodi na izraz
aann = t= t22nn = t= t22nn

/2 /2 + c+ c11 = t= t22nn--11 + c+ c11 = a= ann--11 + c+ c11

aann = a= ann--11 + c+ c11

aann--11 = a= ann--22 + c+ c11

---------------------------------------------- / oduzimanje/ oduzimanje
aann –– aann--11 = a= ann--11 -- aann--22

ŠŠto daje homogenu to daje homogenu rekurzijurekurziju
aann = 2 a= 2 ann--11 –– aann--22

RjeRješšavanje avanje rekurzijarekurzija –– karakteristikarakterističčna jednadna jednadžžba:ba:

Definicija:  aDefinicija:  ann = c= ckk--11 aann--11 + + …… + c+ c11 aann--k+1k+1 + c+ c00 aann--kk se zove linearna homogena rekurzivna se zove linearna homogena rekurzivna 
jednadjednadžžba kba k--tog reda s konstantnim koeficijentimatog reda s konstantnim koeficijentima

xxkk –– cckk--11 xxkk--11 + + …… + c+ c11 x + cx + c00 = 0 se zove karakteristi= 0 se zove karakterističčna jednadna jednadžžba linearne ba linearne 
homogene rekurzivne jednadhomogene rekurzivne jednadžžbe. be. 

Teorem: ako ova Teorem: ako ova jdbajdba ima sve jednostruke i realne korijene xima sve jednostruke i realne korijene x11, , ……, , xxkk tada je optada je općće rjee rješšenje enje 
linearne homogene rekurzivne linearne homogene rekurzivne jdbejdbe oblikaoblika

aann = C= C11 xx11
nn + + …… + C+ Ckk xxkk

nn
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Ukoliko karakteristiUkoliko karakterističčna na jdbajdba ima viima viššestruke korijene, estruke korijene, nprnpr. x je njen t. x je njen t--strukistruki korijen, tada x korijen, tada x 
tvori t pribrojnika optvori t pribrojnika opććeg rjeeg rješšenja enja rekurzijerekurzije CC11 xxnn, C, C22 n n xxnn, , ……, , CCtt nntt--11 xxnn

�� Rekurzivna formula koju rjeRekurzivna formula koju rješšavamo je: aavamo je: ann = 2 a= 2 ann--11 –– aann--22

�� KarakteristiKarakterističčna na jdbajdba je:   xje:   x22 –– 2x +1 = 0 , njen dvostruki korijen je 1, pa je op2x +1 = 0 , njen dvostruki korijen je 1, pa je općće rjee rješšenje enje 
rekurzijerekurzije

aann = C= C11 11nn + C+ C22 n 1n 1nn

tt22nn = C= C11 + C+ C22 n    iz n    iz ččega slijediega slijedi
TTmaxmax(n) = (n) = ttnn = C= C11 + C+ C22 loglog22 n n 
TTmaxmax(n) = O((n) = O(lglg n)n)

�� ProsjeProsječčan sluan sluččajaj, kada je x u listi: lista ima n elemenata, mo, kada je x u listi: lista ima n elemenata, možžemo uzeti (bez emo uzeti (bez 
smanjenja opsmanjenja opććenitosti) da je n = 2enitosti) da je n = 2kk –– 1 (time u svakom koraku lista ima srednji 1 (time u svakom koraku lista ima srednji 
element)element)

�� U 1. koraku se provjeri srednji element, u 2. koraku U 1. koraku se provjeri srednji element, u 2. koraku ćće algoritam stati ako je trae algoritam stati ako je tražženi eni 
element na pozicijama element na pozicijama ¼¼ ili ili ¾¾ duljine liste, u 3. koraku se nalaze 4 elementa, duljine liste, u 3. koraku se nalaze 4 elementa, …… u u 
zadnjem, kzadnjem, k--tom koraku se provjeri 2tom koraku se provjeri 2kk--11 elemenata, svaka od operacija traje neko elemenata, svaka od operacija traje neko 
konstantno vrijemekonstantno vrijeme
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�� Po definiciji, matematiPo definiciji, matematiččko oko oččekivanje za sluekivanje za sluččajnu varijablu X(q) ajnu varijablu X(q) ččija je vjerojatnost ija je vjerojatnost 
P({q}) je: P({q}) je: 

EX = EX = ∑∑ X(q)P({q})X(q)P({q})
qq

Pa je matematiPa je matematiččko oko oččekivanje za broj koraka potrebnih da nañemo traekivanje za broj koraka potrebnih da nañemo tražženi brojeni broj

kk

EX = EX = ∑∑ i 2i 2ii--11/(2/(2kk --1) 1) 
i=1i=1

A prosjeA prosječčno vrijeme izvrno vrijeme izvrššavanja algoritma je:avanja algoritma je:

kk

TTprospros(k) = c(k) = c11 / (2/ (2kk --1) 1) ∑∑ i 2i 2ii--11
i=1i=1

Ovaj red se moOvaj red se možže rijee riješšiti znajuiti znajućći da je i da je 

kk

∑∑ xxii = (= (xxkk+1+1 --1) / (x 1) / (x --1)1)
i=1i=1

deriviranjem gornjeg reda izlazideriviranjem gornjeg reda izlazi
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kk

∑∑ i i xxii--1 1 = (k = (k xxkk+1+1 –– (k+1) (k+1) xxkk +1) / (x +1) / (x –– 1)1)22

i=1i=1

UvrUvršštavanjem slijedi: tavanjem slijedi: 
TTprospros(k) = c(k) = c1 1 ((k ((k –– 1) 21) 2kk +1) / (2+1) / (2kk -- 1)1)
TTprospros(k) = c(k) = c1 1 [(k [(k –– 1) + k / (21) + k / (2kk -- 1)]1)]
TTprospros(n) = c(n) = c1 1 [[lglg(n (n –– 1) + 1) + lglg n / (n n / (n -- 1)]1)]

ŠŠto konato konaččno daje: no daje: 
TTprospros(n) = (n) = ΘΘ((lglg n)n)

Najbolji sluNajbolji sluččajaj: kada je tra: kada je tražženi element u sredini i nañe se u prvom korakueni element u sredini i nañe se u prvom koraku

TTminmin(n) = (n) = ΘΘ(1)(1)
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MnoMnožženje dugaenje dugaččkih cijelih brojevakih cijelih brojeva

�� Problem mnoProblem množženja dvaju nenja dvaju n--bitnih cijelih brojeva X i Ybitnih cijelih brojeva X i Y
�� KlasiKlasiččni algoritam: mnoni algoritam: množženje X sa svakom znamenkom iz Y i zbrajanje parcijalnih enje X sa svakom znamenkom iz Y i zbrajanje parcijalnih 

rezultata, zahtijeva rarezultata, zahtijeva raččunanje n produkata veliunanje n produkata veliččine n, pa je sloine n, pa je složženost algoritma O(nenost algoritma O(n22) ) 
(osnovna operacija je s 1 bitom)(osnovna operacija je s 1 bitom)

�� Primjer:            11010010 * 10001101                  210 * 1Primjer:            11010010 * 10001101                  210 * 14141
------------------------------------------------------------
1101001011010010

1101001011010010
1101001011010010

+               11010010+               11010010
--------------------------------------------------------

111001110101010                    111001110101010                    2961029610
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�� Strategija podijeliStrategija podijeli--papa--vladaj vodi na algoritam:vladaj vodi na algoritam:
-- svaki od brojeva X i Y se podijeli na dva dijela koji su duljinsvaki od brojeva X i Y se podijeli na dva dijela koji su duljine n/2 bitova, zbog e n/2 bitova, zbog 
jednostavnosti se uzima da je n potencija od 2jednostavnosti se uzima da je n potencija od 2

X X -->       A    B               X = A 2>       A    B               X = A 2n/2n/2 + B + B 
Y Y -->       C    D               Y = C 2>       C    D               Y = C 2n/2n/2 + D+ D

-- produkt je tadaprodukt je tada
X * Y = A * C * 2X * Y = A * C * 2nn + (A * D + B * C) * 2+ (A * D + B * C) * 2n/2n/2 + B * D+ B * D

�� Ovim algoritmom je jedno mnoOvim algoritmom je jedno množženje velikih nenje velikih n--bitnih brojeva zamijenjeno s bitnih brojeva zamijenjeno s ččetiri etiri 
mnomnožženja malih n/2enja malih n/2--bitnih brojeva, tri zbrajanja brojeva duljine najvibitnih brojeva, tri zbrajanja brojeva duljine najvišše 2n bitova te dva e 2n bitova te dva 
pomicanja bitova (mnopomicanja bitova (množženje s 2enje s 2nn i 2i 2n/2n/2) ) 

�� Zbrajanje i pomicanje bitova zahtijevaju O(n) koraka, pa je ukupZbrajanje i pomicanje bitova zahtijevaju O(n) koraka, pa je ukupan broj koraka ovog an broj koraka ovog 
algoritma (opet se javlja algoritma (opet se javlja rekurzijarekurzija):):

T(1) = 1 ;     T(n) = 4 T(n/2) + c T(1) = 1 ;     T(n) = 4 T(n/2) + c nn
RjeRješšavamo avamo rekurzijurekurziju:    :    

aann = 4 a= 4 an/2n/2 + c n+ c n
Uvodi se supstitucija:        Uvodi se supstitucija:        ssnn = a= a22

n   n   

ssnn = a= a22
nn = 4 a= 4 a22

nn--11 + c 2+ c 2nn
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ssnn = 4 = 4 ssnn--11 + c 2+ c 2n   n   

TraTražžimo opimo općći i ččlan lan rekurzijerekurzije::
ssnn = 4 = 4 ssnn--11 + c 2+ c 2nn

ssnn--11 = 4 = 4 ssnn--22 + c 2+ c 2nn--1  1  /*2 /*2 
------------------------------------------------------------------ /oduzimanje/oduzimanje

ssnn = 6 = 6 ssnn--11 –– 8 8 ssnn--22

KarakteristiKarakterističčna na jdbajdba:      x:      x22 –– 6x + 8 = 0  ima korijene x6x + 8 = 0  ima korijene x11 = 4, x= 4, x22 = 2 pa je rje= 2 pa je rješšenjeenje
ssnn = C= C11 44nn + C+ C22 22nn

Konstante se mogu izraKonstante se mogu izraččunati iz pounati iz poččetnih uvjeta:etnih uvjeta:
ss00 = a= a11 = C= C11 + C+ C22 = 1= 1
ss11 = a= a22 = 4 C= 4 C11 + 2 C+ 2 C22 = 4 + 2c= 4 + 2c

ššto daje:                Cto daje:                C22 = = --c , Cc , C11 = 1 + c= 1 + c
uvruvršštavanjem:       tavanjem:       ssnn = (1 + c) 4= (1 + c) 4nn –– c 2c 2nn = (1 + c) 2= (1 + c) 22n2n –– c 2c 2nn

vravraććanjem iz supstitucije anjem iz supstitucije 
aann = (1 + c) n= (1 + c) n22 –– c nc n

Pa je dakle                  Pa je dakle                  
T(n) = O(nT(n) = O(n22))

strategija podijelistrategija podijeli--papa--vladaj daje algoritam iste slovladaj daje algoritam iste složženosti kao klasienosti kao klasiččni algoritamni algoritam !         !         
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�� MoguMogućće je postie je postićći pobolji poboljššanje strategijom podijelianje strategijom podijeli--papa--vladaj ako se izrazvladaj ako se izraz
X * Y = A * C * 2X * Y = A * C * 2nn + (A * D + B * C) * 2+ (A * D + B * C) * 2n/2n/2 + B * D+ B * D

preinapreinačči ui u
X * Y = A*C * 2X * Y = A*C * 2nn + [(A+ [(A––B) * (DB) * (D--C) + A*C + B*D] * 2C) + A*C + B*D] * 2n/2n/2 + B*D+ B*D

Ovdje se javljaju samo tri mnoOvdje se javljaju samo tri množženja n/2enja n/2--bitnih brojeva, te 6 zbrajanja/oduzimanja i dva bitnih brojeva, te 6 zbrajanja/oduzimanja i dva 
pomicanja bitova (ima vipomicanja bitova (ima višše zbrajanja, ali njihova sloe zbrajanja, ali njihova složženost je linearna)enost je linearna)

�� RekurzijaRekurzija za T(n) je sada  T(n) = 3 T(n/2) + k n , poza T(n) je sada  T(n) = 3 T(n/2) + k n , poččetni uvjet T(1) = 1etni uvjet T(1) = 1
�� Postupak rjePostupak rješšavanja je identiavanja je identiččan prethodnom:an prethodnom:

aann = 3 a= 3 an/2n/2 + k n  , supstitucija + k n  , supstitucija ssnn = a= a22
nn daje izrazdaje izraz

ssnn = 3 = 3 ssnn--11 + k 2+ k 2nn

Oduzimanjem izraza za Oduzimanjem izraza za ssnn--11 pomnopomnožženim s 2 odenim s 2 od gornjeg izraza i sreñivanjem slijedi gornjeg izraza i sreñivanjem slijedi
ssnn = 5 = 5 ssnn--11 -- 6 6 ssnn--22

KarakteristiKarakterističčna na jdbajdba xx22 –– 5 x + 6 = 0  ima korijene x5 x + 6 = 0  ima korijene x11 = 3 i x= 3 i x22 = 2, pa je rje= 2, pa je rješšenjeenje
ssnn = K= K11 33nn + K+ K22 22nn

Konstante se mogu izraKonstante se mogu izraččunati iz pounati iz poččetnih uvjeta:etnih uvjeta:
ss00 = a= a11 = K= K11 + K+ K22 = 1= 1
ss11 = a= a22 = 3 K= 3 K11 + 2 K+ 2 K22 = 3 + 2k= 3 + 2k

ššto daje:                Kto daje:                K22 = = --2 k , K2 k , K11 = 1 + 2 k= 1 + 2 k
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ssnn = (1 + 2k) 3= (1 + 2k) 3nn –– 2k 22k 2nn

upotrebom izraza 3upotrebom izraza 3nn = 2= 2n * logn * log
22

33

ssnn = (1 + 2k) (2= (1 + 2k) (2nn))loglog
22

33 –– 2k 22k 2nn

VraVraććanjem iz supstitucije anjem iz supstitucije ssnn = a= a22
nn dobije se konadobije se konaččan izraz za opan izraz za općći i ččlan lan rekurzijerekurzije

aann = (1 + 2k) n= (1 + 2k) nloglog
22

3  3  -- 2 k n2 k n
Pa je sloPa je složženost algoritma enost algoritma 

T(n) = O(nT(n) = O(nloglog
22

33) = O(n) = O(n1.591.59))

�� PoboljPoboljššana verzija algoritma je ana verzija algoritma je asimptotskiasimptotski brbržža od klasia od klasiččnog algoritma, no ubrzanje se nog algoritma, no ubrzanje se 
ostvaruje kod velikih vrijednosti n (par stotina bitova) ostvaruje kod velikih vrijednosti n (par stotina bitova) 

�� Za ilustraciju prikazat Za ilustraciju prikazat ćće se e se pseudokodpseudokod koji koristi ovaj algoritam, za slukoji koristi ovaj algoritam, za sluččaj dugih cijelih aj dugih cijelih 
brojeva u jeziku C, tip brojeva u jeziku C, tip longlong longlong ((ššto znato značči da zapravo vrijedi samo za male n, do 64 i da zapravo vrijedi samo za male n, do 64 
bita)bita)

�� Ispravna izvedba za zaista duge cijele brojeve zahtjeva razvijanIspravna izvedba za zaista duge cijele brojeve zahtjeva razvijanje posebnog naje posebnog naččina ina 
pohrane dugih brojeva (dugapohrane dugih brojeva (dugaččko polje bitova), ta izvedbu koda za aritmetiko polje bitova), ta izvedbu koda za aritmetiččke operacije ke operacije 
zbrajanja i oduzimanja i operaciju pomicanja bitova za takve brozbrajanja i oduzimanja i operaciju pomicanja bitova za takve brojevejeve
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longlong longlong multmult ((longlong longlong X, X, longlong longlong Y, int n) {Y, int n) {
/* X i Y mogu imati predznak; pretpostavlja se da je n potenci/* X i Y mogu imati predznak; pretpostavlja se da je n potencija od 2 */ja od 2 */
int s;  /* predznak produkta */int s;  /* predznak produkta */
longlong longlong m1, m2 m3;m1, m2 m3;
longlong longlong A, B, C, D; /* polovice od X i Y */A, B, C, D; /* polovice od X i Y */
s = (X >= 0 ? 1 : s = (X >= 0 ? 1 : --1) * (Y >= 0 ? 1 : 1) * (Y >= 0 ? 1 : --1);1);
X = abs(X); Y = abs(Y);X = abs(X); Y = abs(Y);
ifif ( n == 1)( n == 1)

ifif ( (X == 1) && (Y == 1) ) ( (X == 1) && (Y == 1) ) returnreturn s;s;
elseelse returnreturn 0;0;

elseelse {{
A = lijevih n/2 bitova od X; B = desnih n/2 bitova od X;A = lijevih n/2 bitova od X; B = desnih n/2 bitova od X;
C = lijevih n/2 bitova od Y; D = desnih n/2 bitova od Y;C = lijevih n/2 bitova od Y; D = desnih n/2 bitova od Y;
m1 = m1 = multmult(A, C, n/2);(A, C, n/2);
m2 = m2 = multmult(A(A--B, DB, D--C, n/2);C, n/2);
m3= m3= multmult(B, D, n/2);(B, D, n/2);
returnreturn (s*(m1<<n + (m1+m2+m3)<<(n/2) + m3);(s*(m1<<n + (m1+m2+m3)<<(n/2) + m3);

/* operator << pomi/* operator << pomičče za n bitova ulijevo */e za n bitova ulijevo */
}}

}}
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ZavrZavrššna napomenana napomena

�� Za dobar i efikasan algoritam dobiven strategijom podijeliZa dobar i efikasan algoritam dobiven strategijom podijeli--papa--vladaj jako je vavladaj jako je važžno da no da 
podproblemipodproblemi budu slibudu sliččnih velinih veliččinaina

�� NprNpr. s. sortiranje umetanjem se takoñer moortiranje umetanjem se takoñer možže smatrati algoritmom tipa podijelie smatrati algoritmom tipa podijeli--papa--vladaj vladaj 
u kojem je polazna lista duljine n podijeljena u dvije liste neju kojem je polazna lista duljine n podijeljena u dvije liste nejednake duljine 1 i nednake duljine 1 i n--1; 1; 
ovdje je vrijeme izvrovdje je vrijeme izvrššavanja dano s O(navanja dano s O(n22))

�� Sortiranje spajanjem je algoritam tipa podijeliSortiranje spajanjem je algoritam tipa podijeli--papa--vladaj u kojem je polazna lista vladaj u kojem je polazna lista 
podijeljena u dvije liste jednake duljine pa je vrijeme izvrpodijeljena u dvije liste jednake duljine pa je vrijeme izvrššavanja ovdje O(n avanja ovdje O(n lglg n)n)

�� UspjeUspješšan algoritam tipa podijelian algoritam tipa podijeli--papa--vladaj treba voditi na vrijeme izvrvladaj treba voditi na vrijeme izvrššavanja avanja 
proporcionalno s proporcionalno s lglg nn
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Strategija dinamiStrategija dinamiččkog programiranjakog programiranja

�� Strategija podijeliStrategija podijeli--papa--vladaj movladaj možže proizvesti neefikasan algoritam (e proizvesti neefikasan algoritam (nprnpr. ra. raččunanje unanje 
FibonaccijevihFibonaccijevih brojeva)brojeva)

�� Broj Broj podproblemapodproblema koje treba rijekoje treba riješšiti moiti možže rasti eksponencijalno s velie rasti eksponencijalno s veliččinom zadanog inom zadanog 
problema, isti problema, isti podproblempodproblem se mora rjese mora rješšavati mnogo puta (avati mnogo puta (rekurzijomrekurzijom))

�� Kod takvih problema bolja je strategija dinamiKod takvih problema bolja je strategija dinamiččkog programiranja, gdje se svi kog programiranja, gdje se svi 
podproblemipodproblemi redom rijeredom riješše i rjee i rješšenja se spreme u odgovarajuenja se spreme u odgovarajućću tabelu; kad je potrebno u tabelu; kad je potrebno 
neko rjeneko rješšenje uzima se iz tabele, a ne raenje uzima se iz tabele, a ne raččuna se ponovnouna se ponovno

�� Naziv dinamiNaziv dinamiččko programiranje potjeko programiranje potječče iz teorije upravljanja i izgubio je svoje prvobitno e iz teorije upravljanja i izgubio je svoje prvobitno 
znaznaččenjeenje

�� Algoritmi tipa podijeliAlgoritmi tipa podijeli--papa--vladaj idu od vrha prema dolje, a algoritmi dinamivladaj idu od vrha prema dolje, a algoritmi dinamiččkog kog 
programiranja od dna prema goreprogramiranja od dna prema gore

�� Prvo se rjePrvo se rješšavaju problemi najmanje veliavaju problemi najmanje veliččine, pa neine, pa neššto veto većći, i, itditd. sve dok se ne dosegne . sve dok se ne dosegne 
potpuna velipotpuna veliččina zadanog problema; ovdje je vaina zadanog problema; ovdje je važžan redoslijed ispunjavanja tabelean redoslijed ispunjavanja tabele

�� Ovakva strategija ponekad zahtjeva i rjeOvakva strategija ponekad zahtjeva i rješšavanje avanje podproblemapodproblema koji nisu potrebni za koji nisu potrebni za 
rjerješšavanje zadanog problema, no to je joavanje zadanog problema, no to je jošš uvijek uvijek isplatljivijeisplatljivije od rjeod rješšavanja istih avanja istih 
podproblemapodproblema mnogo putamnogo puta
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RaRaččunanje unanje FibonacciFibonaccijevihjevih brojevabrojeva

�� RekurzijaRekurzija za raza raččunanje:    unanje:    FF0 0 == FF1 1 == 11 ; ; FFn n == FFnn--22 ++ FFnn--11 ,, n n >> 22
�� Strategija podijeliStrategija podijeli--papa--vladaj daje rekurzivnu funkciju za odreñivanje vladaj daje rekurzivnu funkciju za odreñivanje FibonaccijevihFibonaccijevih

brojeva:brojeva:
intint fib( fib( intint n ) {n ) {
if ( n < 2 ) return if ( n < 2 ) return 11;;
else return fib(nelse return fib(n--1) + fib(n1) + fib(n--2); } 2); } 

�� SloSložženost algoritma: oznaenost algoritma: označčimo s imo s ttnn vrijeme potrebno za izravrijeme potrebno za izraččun un FFnn, tada vrijedi: , tada vrijedi: 
ttnn = = ttnn--11 + + ttnn--2 2 , po, poččetni uvjet:etni uvjet: tt11 = t= t22 = c= c

KarakteristiKarakterističčna na jdbajdba ove ove rekurzijerekurzije:  x:  x22 –– x x -- 1 = 0 , korijeni su x1 = 0 , korijeni su x1,21,2= (1 = (1 ±± √√5)/25)/2
OpOpćće rjee rješšenje enje rekurzijerekurzije: : 

FFnn = C= C11 {(1+{(1+√√5)/2}5)/2}nn + C+ C22 {(1{(1--√√5)/2}5)/2}nn

Konstante CKonstante C11 ii CC22 se odrede iz pose odrede iz poččetnih uvjeta: Cetnih uvjeta: C11 = = -- CC22 = 1/= 1/√√5, pa je rje5, pa je rješšenje:enje:

FFnn = 1/= 1/√√5 {(1+5 {(1+√√5)/2}5)/2}nn -- 1/1/√√5 {(15 {(1--√√5)/2}5)/2}nn

ttnn = O({(1+= O({(1+√√5)/2}5)/2}nn) = O(1.618) = O(1.618nn))
�� Dakle vrijeme izvrDakle vrijeme izvrššavanja raste eksponencijalno s veliavanja raste eksponencijalno s veliččinom ulazainom ulaza
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�� Strategija dinamiStrategija dinamiččkog programiranja vodi na iterativno rjekog programiranja vodi na iterativno rješšenjeenje
�� Prvo se rijePrvo se riješši (trivijalan) problem za Fi (trivijalan) problem za F00 i Fi F11, iz njih se izra, iz njih se izraččuna Funa F22, pa F, pa F33 iz Fiz F22 i Fi F11, , itditd. . 

Time se prvo rijeTime se prvo riješše najjednostavniji problemi i spreme se njihovi rezultati, te see najjednostavniji problemi i spreme se njihovi rezultati, te se koriste za koriste za 
rjerješšavanje malo sloavanje malo složženijeg problema enijeg problema ččiji se rezultat opet spremi, pa se koristi za iji se rezultat opet spremi, pa se koristi za 
rjerješšavanje joavanje jošš slosložženijeg problema enijeg problema itditd..
intint fib( fib( intint n ) { n ) { 
intint k, f1, f2; k, f1, f2; 
if ( n < 2 ) return if ( n < 2 ) return 11; ; 
else { else { 

f1 = f2 = 1;f1 = f2 = 1;
for(kfor(k=2;k<=2;k<n;kn;k++) {++) {

f = f1 + f2;f = f1 + f2;
f2 = f1; f1 = f; } f2 = f1; f1 = f; } 

return f; } return f; } 

�� SloSložženost ovog algoritma je O(n) (ima jednu petlju koja ide od 2 do enost ovog algoritma je O(n) (ima jednu petlju koja ide od 2 do n)n)
�� Ovaj algoritam je bitno brOvaj algoritam je bitno bržži, i, ššto je postignuto spremanjem prethodnih rezultata u dvije to je postignuto spremanjem prethodnih rezultata u dvije 

cjelobrojne varijable f1 i f2, dakle uz minimalno povecjelobrojne varijable f1 i f2, dakle uz minimalno poveććanje prostora postignuto je znatno anje prostora postignuto je znatno 
smanjenje vremena izvrsmanjenje vremena izvrššavanjaavanja
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Problem odreñivanja Problem odreñivanja ššanse za pobjedu u nadmetanjuanse za pobjedu u nadmetanju

�� Problem: dva natjecatelja (ili ekipe natjecatelja) A i B se nadmProblem: dva natjecatelja (ili ekipe natjecatelja) A i B se nadmeećću u nekoj (sportskoj) u u nekoj (sportskoj) 
igri koja je podijeljena u dijelove (setove, runde, partije igri koja je podijeljena u dijelove (setove, runde, partije ……). U svakom dijelu igre to). U svakom dijelu igre toččno no 
jedan igrajedan igračč (ekipa) bilje(ekipa) bilježži 1 bod. Igra traje sve dok jedan igrai 1 bod. Igra traje sve dok jedan igračč ( (ekipa) ne sekipa) ne sakupi n akupi n 
bodova (unaprbodova (unaprijed utvrñena vrijednostijed utvrñena vrijednost) i) i pobjeñuje pobjeñuje. Pretpostavlja se da su igra. Pretpostavlja se da su igračči i 
podjednako jaki, tako da svaki od njih ima 50% podjednako jaki, tako da svaki od njih ima 50% ššanse da dobije bod u bilo kojem dijelu anse da dobije bod u bilo kojem dijelu 
igre. Oznaigre. Označčimo s P(imo s P(ii,,jj) vjerojatnost da ) vjerojatnost da ćće A biti konae A biti konaččni pobjednik u situaciji kada A ni pobjednik u situaciji kada A 
treba jotreba jošš ii bodova za pobjedu, a B treba jobodova za pobjedu, a B treba jošš jj bodova. bodova. NprNpr. za n = 4, ako je A dobio 2 . za n = 4, ako je A dobio 2 
boda, a B je dobio 1 bod, tada je boda, a B je dobio 1 bod, tada je ii = 2, = 2, jj = 3 i tra= 3 i tražži se vjerojatnost P(2,3). Oi se vjerojatnost P(2,3). Oččigledno je igledno je 
da A ima veda A ima većće e ššanse za pobjedu. Traanse za pobjedu. Tražži se algoritam koji za zadane i se algoritam koji za zadane ii,,jj raraččuna P(una P(ii,,jj).).

�� Vrijedi relacija:Vrijedi relacija:
1                     1                     za za ii = 0, = 0, jj > 0> 0

P(P(ii, , jj) =     0                             za ) =     0                             za ii > 0, > 0, jj = 0= 0
½½ P(P(ii--11,,jj)+ )+ ½½ P(P(ii,,jj--11)    za )    za ii > 0, > 0, jj > 0> 0

�� Prva dva reda odgovaraju situaciji kad je jedan od igraPrva dva reda odgovaraju situaciji kad je jedan od igračča sakupio n bodova, trea sakupio n bodova, trećći red i red 
opisuje situaciju kad se igra bar joopisuje situaciju kad se igra bar jošš jedan dio igre u kojem A ima 50% jedan dio igre u kojem A ima 50% ššanse da dobije anse da dobije 
bod: ako dobije vjerojatnost konabod: ako dobije vjerojatnost konaččne pobjede mu je P(ne pobjede mu je P(ii--11,,jj), ako izgubi vjerojatnost je ), ako izgubi vjerojatnost je 
P(P(ii,,jj--11))
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�� Ova relacija se moOva relacija se možže iskoristiti za rekurzivno rae iskoristiti za rekurzivno raččunanje P(unanje P(ii,,jj) na koje vodi strategija ) na koje vodi strategija 
podijelipodijeli--papa--vladaj, no tako dobiveni algoritam je neefikasan, jer se iste vrvladaj, no tako dobiveni algoritam je neefikasan, jer se iste vrijednosti ijednosti 
raraččunaju mnogo putaunaju mnogo puta

�� NprNpr. da se izra. da se izraččuna            P(2,3)una            P(2,3)
/              /              \\

P(1,3)              P(2,2)P(1,3)              P(2,2)
/         /         \\ /           /           \\

P(0,3)     P(1,2)     P(1,2)        P(2,P(0,3)     P(1,2)     P(1,2)        P(2,1)1)
/     /     \\ /      /      \\ /       /       \\

P(0,2)  P(1,1) P(0,2) P(1,1) P(1,P(0,2)  P(1,1) P(0,2) P(1,1) P(1,1)  P(2,0)1)  P(2,0)
/    /    \\ /    /    \\ /    /    \\

P(0,1)  P(1,0)  P(0,1) P(1,0) P(P(0,1)  P(1,0)  P(0,1) P(1,0) P(0,1) P(1,0)0,1) P(1,0)

Ukupno se raUkupno se raččuna: P(0,1) 3 puta, P(1,0) 3 puta, P(0,2) 2 puta, P(1,1) 3 puta,una: P(0,1) 3 puta, P(1,0) 3 puta, P(0,2) 2 puta, P(1,1) 3 puta, P(2,0) 1 put, P(2,0) 1 put, 
P(0,3) 1 put, P(1,2) 2 puta, P(2,1) 1 put, P(1,3) 1 put, P(2,2) P(0,3) 1 put, P(1,2) 2 puta, P(2,1) 1 put, P(1,3) 1 put, P(2,2) 1 put, P(2,3) 1 put: to je 1 put, P(2,3) 1 put: to je 
19 ra19 raččunanjaunanja
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�� SloSložženost podijelienost podijeli--papa--vladaj algoritma:vladaj algoritma:
�� vrijeme izvrvrijeme izvrššavanja za P(0,avanja za P(0,jj) i P() i P(ii,0) je konstantno (izjedna,0) je konstantno (izjednaččavanje)avanje)
�� za za ii,,jj razlirazliččite od 0 vrijedi P(ite od 0 vrijedi P(ii, , jj) = ) = ½½ P(P(ii--11,,jj)+ )+ ½½ P(P(ii,,jj--11) , ako je ) , ako je ttnn vrijeme za vrijeme za 

izraizraččunavanje P(unavanje P(ii, , jj) tada je n proporcionalno zbroju ) tada je n proporcionalno zbroju ii + + jj , jer je ukupan broj operacija , jer je ukupan broj operacija 
(zbrajanja) koje traju konstantno vrijeme C jednak zbroju (zbrajanja) koje traju konstantno vrijeme C jednak zbroju ii + + jj

�� Dakle:                          Dakle:                          ttnn = = ttnn--11 + + ttnn--11 = 2 = 2 ttnn--11

�� KarakteristiKarakterističčna na jdbajdba x x –– 2 = 0 ima korijen x = 2, pa je op2 = 0 ima korijen x = 2, pa je općći i ččlanlan
ttnn = C 2= C 2nn

odnosno vrijeme izvrodnosno vrijeme izvrššavanja raavanja raččuna je una je ttnn = O(2= O(2nn) ) 
�� Strategija dinamiStrategija dinamiččkog programiranja vodi na ispunjavanje tabele pri rakog programiranja vodi na ispunjavanje tabele pri raččunanju P(unanju P(ii, , jj) u ) u 

kojoj kojoj ii odgovara stupcima a odgovara stupcima a jj redcima tabeleredcima tabele

ii
Bilo koji unutraBilo koji unutraššnjinji
element se moelement se možže dobitie dobiti
kao aritmetikao aritmetiččka sredina                                                      ka sredina                                                      jj
elemenata ispod i udesnoelemenata ispod i udesno
Popunjavanje tabele poPopunjavanje tabele po
dijagonalama od doljedijagonalama od dolje
desno desno 0011223344

0000000000

1111½½1/41/41/81/81/161/16

2211¾¾½½5/165/163/163/16

33117/87/811/1611/16½½11/3211/32

441115/1615/1613/1613/1621/3221/32½½
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�� Algoritam se moAlgoritam se možže zapisati sljedee zapisati sljedeććom C funkcijom koja radi nad globalnim poljem P[][]:om C funkcijom koja radi nad globalnim poljem P[][]:

floatfloat vjerojatnost_pobjede(int i, int j) {vjerojatnost_pobjede(int i, int j) {
int s, k ;int s, k ;
forfor (s=1; s<=(i+j); s++) { /* ra(s=1; s<=(i+j); s++) { /* raččuna dijagonalu elemenata sa zbrojem indeksa s */una dijagonalu elemenata sa zbrojem indeksa s */

P[0][s] = 1.0; P[s][0] = 0.0;P[0][s] = 1.0; P[s][0] = 0.0;
forfor (k=1; k<s; k++) {(k=1; k<s; k++) {

P[k][sP[k][s--k] = (P[kk] = (P[k--1][s1][s--k] + P[k][sk] + P[k][s--kk--1])/2.0; }1])/2.0; }
returnreturn P[i][j]; P[i][j]; 
}}

�� SloSložženost algoritma: unutraenost algoritma: unutraššnja petlja (u kojoj izvrnja petlja (u kojoj izvrššavanje traje neko konstantno vrijeme) avanje traje neko konstantno vrijeme) 
se vrti od 1 do s pa joj je vrijeme izvrse vrti od 1 do s pa joj je vrijeme izvrššavanja O(s), a vanjska se vrti za s=1, 2, avanja O(s), a vanjska se vrti za s=1, 2, ……, i+j (u , i+j (u 
njoj je dodatno konstantno vrijeme za izjednanjoj je dodatno konstantno vrijeme za izjednaččavanje)avanje)

i+ji+j

�� Vrijeme izvrVrijeme izvrššavanja obje petlje: avanja obje petlje: ∑∑ (c(c11*s + c*s + c22) = c) = c11*(i+j)(i+j+1)/2 + c*(i+j)(i+j+1)/2 + c22*(i+j) *(i+j) 
s=1s=1

�� Vrijeme raVrijeme raččunanja P(unanja P(ii,,jj) je dakle O((i+j)) je dakle O((i+j)22))
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RjeRješšavanje 0/1 problema rancaavanje 0/1 problema ranca

�� Problem: zadano je n predmeta OProblem: zadano je n predmeta O11, O, O22, , ……, O, Onn i ranac. Predmet i ranac. Predmet OOii ima teima težžinu inu wwii i vrijednost i vrijednost 
ppii. Kapacitet ranca je c te. Kapacitet ranca je c težžinskih jedinica. Koje predmete treba staviti u ranac tako da inskih jedinica. Koje predmete treba staviti u ranac tako da 
ukupna teukupna težžina ne bude veina ne bude većća od c, a da ukupna vrijednost bude maksimalna ? Uzima se da a od c, a da ukupna vrijednost bude maksimalna ? Uzima se da 
su su wwii i c pozitivni cijeli brojevi. 0/1 znai c pozitivni cijeli brojevi. 0/1 značči da se predmeti ne mogu podijeliti, ili se uzme i da se predmeti ne mogu podijeliti, ili se uzme 
predmet ili ne. predmet ili ne. 

�� Problem optimizacije.Problem optimizacije.
�� Problem bi se mogao rijeProblem bi se mogao riješšiti algoritmom tipa podijeliiti algoritmom tipa podijeli--papa--vladaj koji bi generirao sve moguvladaj koji bi generirao sve mogućće e 

podskupovepodskupove skupa {Oskupa {O11, O, O22, , ……, O, Onn} i izabrao onaj s najve} i izabrao onaj s najveććom vrijednoom vrijednoššćću uz dopustivu u uz dopustivu 
tetežžinu (takav algoritam je ustvari algoritam grube sile).inu (takav algoritam je ustvari algoritam grube sile).

�� SloSložženost takvog algoritma: trebaju se naenost takvog algoritma: trebaju se naćći i provjeriti svi mogui i provjeriti svi mogućći i podskupovipodskupovi. Broj . Broj 
podskupovapodskupova s k elemenata iz skupa s n elemenata (broj kombinacija ks k elemenata iz skupa s n elemenata (broj kombinacija k--tog razreda od n tog razreda od n 
elemenata bez ponavljanja elemenata bez ponavljanja –– binomni koeficijenti) jebinomni koeficijenti) je

n! / k! (n n! / k! (n –– k)! = (k)! = (nn
kk))

�� Za sve moguZa sve mogućće e podskupovepodskupove k ide od 1, k ide od 1, ……, n pa je ukupna slo, n pa je ukupna složženost dana s:enost dana s:

n  n  

∑∑ ((nn
kk) = 2) = 2nn

k=0k=0

�� Dakle, taj algoritam ima sloDakle, taj algoritam ima složženost O(2enost O(2nn).).
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�� Strategija dinamiStrategija dinamiččkog programiranja: oznakog programiranja: označčimo s Mimo s Mijij maksimalnu vrijednost koja se momaksimalnu vrijednost koja se možže e 
dobiti izborom predmeta iz skupa {Odobiti izborom predmeta iz skupa {O11, O, O22, , ……, , OOii} uz kapacitet j. Pri dobivanju M} uz kapacitet j. Pri dobivanju Mijij predmet predmet 
OOii je stavljen u ranac ili nije. Ukoliko nije, vrijedi Mje stavljen u ranac ili nije. Ukoliko nije, vrijedi Mijij = M= Mii--1j1j. Ukoliko je stavljen, tada prije . Ukoliko je stavljen, tada prije 
izabrani predmeti predstavljaju optimalan izbor iz skupa {Oizabrani predmeti predstavljaju optimalan izbor iz skupa {O11, O, O22, , ……, , OOii--11} uz kapacitet j} uz kapacitet j--wwii. . 
ZnaZnačči, vrijedi relacija:i, vrijedi relacija:

0                      0                      za i=0 ili jza i=0 ili j≤≤00
MMijij =     M=     Mii--1j 1j za j<za j<wwii i i>0i i>0

maxmax{M{Mii--1j1j , (M, (Mii--1j1j--wiwi + + ppii)}     ina)}     inaččee

�� Algoritam se sastoji od ispunjavanja tabele s vrijednostima MAlgoritam se sastoji od ispunjavanja tabele s vrijednostima Mijij. Vrijednost koja se tra. Vrijednost koja se tražži je i je 
MMncnc, to je maksimalna mogu, to je maksimalna mogućća vrijednost predmeta u rancu. Znaa vrijednost predmeta u rancu. Značči, tabela treba sadri, tabela treba sadržžavati avati 
MMijij za 0za 0≤≤ii≤≤n, 0n, 0≤≤jj≤≤c, pa je njena dimenzija (n+1)*(c+1). Redoslijed rac, pa je njena dimenzija (n+1)*(c+1). Redoslijed raččunanja je redakunanja je redak--popo--
redak (j se brredak (j se bržže mijenja od i). e mijenja od i). 

�� Vrijeme izvrVrijeme izvrššavanja ovog algoritma je O(n*c), jer se u obavljanju raavanja ovog algoritma je O(n*c), jer se u obavljanju raččunanja tablice izvrunanja tablice izvršši i 
ukupno n*c+n+c operacija koje zahtijevaju konstantno vrijeme izvukupno n*c+n+c operacija koje zahtijevaju konstantno vrijeme izvrrššavanja, a vrijeme avanja, a vrijeme 
izvrizvrššavanja pretrage tablice u odreñivanju rjeavanja pretrage tablice u odreñivanju rješšenja je O(n), jer se kreenja je O(n), jer se krećće iz ne iz n--tog reda tog reda 
tablice i pomitablice i pomičče po 1 red u svakom koraku. e po 1 red u svakom koraku. 
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�� Algoritam ispunjavanja tablice prikazan C funkcijom koja koristiAlgoritam ispunjavanja tablice prikazan C funkcijom koja koristi sljedesljedećća globalna polja:a globalna polja:
floatfloat M[D1][D2];      /* tablica MM[D1][D2];      /* tablica Mijij */*/

int w[D1];               /*  teint w[D1];               /*  težžine predmeta */ine predmeta */
floatfloat p[D1];             /* vrijednosti predmeta */p[D1];             /* vrijednosti predmeta */

�� Funkcija vraFunkcija vraćća maksimalnu vrijednost koja se moa maksimalnu vrijednost koja se možže prenijeti u rancu kapaciteta c ako se e prenijeti u rancu kapaciteta c ako se 
ograniograniččimo na prvih n predmetaimo na prvih n predmeta

floatfloat zero_one_zero_one_knapsackknapsack(int n, int c) {(int n, int c) {

int i,j;int i,j;
forfor (i=0; i<=n; i++) M[i][0]=0.0;(i=0; i<=n; i++) M[i][0]=0.0;
forfor (j=0; j<=c; j++) M[0][j]=0.0;(j=0; j<=c; j++) M[0][j]=0.0;
forfor (i=1; i<=n; i++) (i=1; i<=n; i++) 
forfor (j=1; j<=c; j++) {(j=1; j<=c; j++) {

M[i][j]=M[iM[i][j]=M[i--1][j];1][j];
ifif (j>=w[i])(j>=w[i])

ifif(M[i(M[i--1][j1][j--w[i]]+p[i] > M[iw[i]]+p[i] > M[i--1][j])1][j])
M[i][j]=M[iM[i][j]=M[i--1][j1][j--w[i]]+p[i]; }w[i]]+p[i]; }

returnreturn M[n][c]; }M[n][c]; }
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�� Primjer: zadani ulazni podaci n=3, (wPrimjer: zadani ulazni podaci n=3, (w11,w,w22,w,w33)=(2,3,4), (p)=(2,3,4), (p11,p,p22,p,p33)=(1,7,8), c=6)=(1,7,8), c=6
�� Algoritam izraAlgoritam izraččuna ovu tabelu:una ovu tabelu:

�� RjeRješšenje: maksimalna vrijednost koja se moenje: maksimalna vrijednost koja se možže nositi u rancu je Me nositi u rancu je M3,63,6=9 koja se posti=9 koja se postižže e 
izborom prvog i treizborom prvog i treććeg predmeta, a ukupna teeg predmeta, a ukupna težžina je 6.ina je 6.

�� Prikazana verzija algoritma daje samo maksimalnu vrijednost kojaPrikazana verzija algoritma daje samo maksimalnu vrijednost koja se mose možže ponijeti u e ponijeti u 
rancu, a ne i optimalni izbor predmetarancu, a ne i optimalni izbor predmeta

�� Optimalni izbor: usavrOptimalni izbor: usavrššeni algoritam uz svaki element Meni algoritam uz svaki element Mijij posprema i posprema i ““zastavicuzastavicu”” (logi(logiččku ku 
vrijednost) koja oznavrijednost) koja označčava da li je Mava da li je Mijij dobiven kao Mdobiven kao Mii--1j1j ili Mili Mii--1j1j--wiwi++ppii. Zastavica uz . Zastavica uz MMncnc
oznaoznaččava da li je predmet Oava da li je predmet Onn dobiven u optimalnom izboru, ovisno o njenoj vrijednosti dobiven u optimalnom izboru, ovisno o njenoj vrijednosti 
se mose možže odrediti da li je predmet Oe odrediti da li je predmet Onn--11 izabran u optimalnom izboru izabran u optimalnom izboru itditd..

9988887711000033

8888777711000022

1111111111000011

0000000000000000

66554433221100i i \\ jj
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Problem mnoProblem množženja lanca matricaenja lanca matrica

�� Ovaj problem ukljuOvaj problem uključčuje pitanje odreñivanja optimalnog niza izvruje pitanje odreñivanja optimalnog niza izvrššavanja serije operacija, avanja serije operacija, 
ššto je vato je važžno u dizajniranju no u dizajniranju kompajlerakompajlera za optimizaciju koda i u bazama podataka za za optimizaciju koda i u bazama podataka za 
optimizaciju pretraoptimizaciju pretražživanja i upotrebe podatakaivanja i upotrebe podataka

�� žželi se pomnoeli se pomnožžiti niz matrica Aiti niz matrica A11AA22 …… AAnn. Mno. Množženje matrica je asocijativna operacija ( enje matrica je asocijativna operacija ( 
(A(A11AA22)A)A33 = A= A11(A(A22AA33) ) ali nije ) ) ali nije komutativnakomutativna operacija (Aoperacija (A11AA22 nije jednako Anije jednako A22AA11). To zna). To značči da i da 
se redoslijed matrica ne smije mijenjati, ali se mose redoslijed matrica ne smije mijenjati, ali se možže mijenjati poloe mijenjati položžaj zagrada u aj zagrada u 
mnomnožženju, odnosno redoslijed mnoenju, odnosno redoslijed množženja matricaenja matrica

�� VaVažžno: kada se mnono: kada se množže dvije e dvije nekvadratnenekvadratne matrice, postoje ogranimatrice, postoje ograniččenja na dimenzije enja na dimenzije 
njihovog produkta. njihovog produkta. NprNpr. Kada se mno. Kada se množže matrice A dimenzije p x q (p redova i q stupaca) e matrice A dimenzije p x q (p redova i q stupaca) 
i matrica B dimenzije q x r (broj stupaca od A mora biti jednak i matrica B dimenzije q x r (broj stupaca od A mora biti jednak broju redaka od B), broju redaka od B), 
njihov produkt matrica C je dimenzije p x r. Produkt se ranjihov produkt matrica C je dimenzije p x r. Produkt se raččuna po izrazu (za 1una po izrazu (za 1≤≤ii≤≤p, p, 
11≤≤jj≤≤r)r)

qq

C[i,j] = C[i,j] = ∑∑ A[i,k]B[k,j]A[i,k]B[k,j]
k=1k=1

Matrica C ima p*r Matrica C ima p*r ččlanova, a za ralanova, a za raččunanje svakog treba vrijeme O(q), pa je ukupno unanje svakog treba vrijeme O(q), pa je ukupno 
vrijeme ravrijeme raččunanja O(p*q*r)unanja O(p*q*r)
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�� Ako se mnoAko se množži tri ili vii tri ili višše matrica, svaki redoslijed zagrada vodi na ispravan rezultat, ae matrica, svaki redoslijed zagrada vodi na ispravan rezultat, ali li 
ukljuuključčuje razliuje različčiti broj operacija potrebnih u raiti broj operacija potrebnih u raččunanjuunanju

�� NprNpr. mno. množže se tri matrice dimenzija: Ae se tri matrice dimenzija: A11 5x4, A5x4, A22 4x6 i A4x6 i A33 6x26x2
�� multmult[((A[((A1 1 AA22)A)A33)] zna)] značči 5*4*6 + 5*6*2 = 120 + 60 = 180 operacija mnoi 5*4*6 + 5*6*2 = 120 + 60 = 180 operacija množženja enja 
�� multmult[(A[(A11(A(A2 2 AA33))] zna))] značči 4*6*2 + 5*4*2 = 48 + 40 = 88 operacija mnoi 4*6*2 + 5*4*2 = 48 + 40 = 88 operacija množženjaenja
�� ZnaZnačči, i, ččak i za tako kratki niz matrica moak i za tako kratki niz matrica možže se postie se postićći znai značčajno ubrzanje algoritma ajno ubrzanje algoritma 

preslagavanjempreslagavanjem redoslijeda njihovog mnoredoslijeda njihovog množženjaenja
�� Problem mnoProblem množženja niza matrica: za dani niz matrica Aenja niza matrica: za dani niz matrica A11,, AA22, , ……, , AAnn i dimenzija pi dimenzija p00, p, p11, , ……, , ppnn

gdje je matrica gdje je matrica AAii dimenzije dimenzije ppii--1 1 x x ppii, odrediti redoslijed mno, odrediti redoslijed množženja koji minimalizira broj enja koji minimalizira broj 
potrebnih operacijapotrebnih operacija

�� Strategija podijeliStrategija podijeli--papa--vladaj (vodi opet na algoritam grube sile) daje sljedevladaj (vodi opet na algoritam grube sile) daje sljedećći algoritam: i algoritam: 
isprobati sve moguisprobati sve mogućće nae naččine postavljanja zagrada i upotrijebiti onaj koji je najefikasniine postavljanja zagrada i upotrijebiti onaj koji je najefikasniji ji ––
no to vodi na ogroman broj moguno to vodi na ogroman broj moguććnostinosti

�� Za n=2 postoji samo jedan raspored zagrada, za n=3 postoje dva nZa n=2 postoji samo jedan raspored zagrada, za n=3 postoje dva naaččina, za n matrica ina, za n matrica 
postoji npostoji n--1 mjesta gdje se mo1 mjesta gdje se možže podijeliti niz za e podijeliti niz za najvanjskijinajvanjskiji par zagrada (nakon prve par zagrada (nakon prve 
matrice, pa nakon druge, matrice, pa nakon druge, itditd. sve do n. sve do n--1 matrice). Ako se podijeli niz nakon k1 matrice). Ako se podijeli niz nakon k--te matrice, te matrice, 
postoje dva postoje dva podnizapodniza koje treba opet razdijeliti zagradama, jedan duljine k i drugi koje treba opet razdijeliti zagradama, jedan duljine k i drugi duljine nduljine n--
k i treba pronak i treba pronaćći broj mogui broj moguććih naih naččina podjela ta dva ina podjela ta dva podnizapodniza
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�� Ako se prvi niz moAko se prvi niz možže razdijeliti zagradama na L nae razdijeliti zagradama na L naččina, a drugi na R naina, a drugi na R naččina, jer su to ina, jer su to 
nezavisni izbori, ukupni broj podjela ponezavisni izbori, ukupni broj podjela poččetnog niza je L*Retnog niza je L*R

�� To vodi na sljedeTo vodi na sljedećću u rekurzijurekurziju za broj razliza broj različčitih naitih naččina razdvajanja zagradama niza od n ina razdvajanja zagradama niza od n 
matrica P(n) matrica P(n) 

nn--11

P(n) = P(n) = ∑∑ P(k)P(nP(k)P(n--k) , P(1) = 1k) , P(1) = 1
k=1k=1

�� RjeRješšenje ove enje ove rekurzijerekurzije vodi na vodi na CatalonoveCatalonove brojeve (nazvane prema belgijskom brojeve (nazvane prema belgijskom 
matematimatematiččaru Eugene aru Eugene CharlesCharles CatalanuCatalanu) koji se ) koji se ččesto javljaju u kombinatoriciesto javljaju u kombinatorici

P(n) = P(n) = CCnn--11

gdje je                gdje je                CCnn = (= (2n2n
nn)/(n+1) = (2n)!/[(n+1)!n!])/(n+1) = (2n)!/[(n+1)!n!]

RekurzijaRekurzija:            :            CCnn+1+1 = 2(2n+1)/(n+2) * = 2(2n+1)/(n+2) * CCnn

�� MoMožže se pokazati da je e se pokazati da je CCnn = = ΩΩ(4(4nn/n/n3/23/2), ), tjtj. da . da CCnn ne raste sporije od 4ne raste sporije od 4nn/n/n3/23/2

�� Za vrlo velike n dakle vrijeme izvrZa vrlo velike n dakle vrijeme izvrššavanja raste eksponencijalnoavanja raste eksponencijalno
�� Vrlo neefikasni algoritamVrlo neefikasni algoritam
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�� Strategija dinamiStrategija dinamiččkog programiranja: razbiti problem u kog programiranja: razbiti problem u podproblemepodprobleme ččija ija ćće rjee rješšenja enja 
kombiniranjem dati rjekombiniranjem dati rješšenje poenje poččetnog problemaetnog problema

�� Oznaka: Oznaka: AAii..j..j je produkt matrica je produkt matrica AAii do do AAjj , dimenzija ove matrice je , dimenzija ove matrice je ppii--11 x x ppjj

�� Gledamo najviGledamo najvišši nivo stavljanja zagrada, zadnji korak u kojem se mnoi nivo stavljanja zagrada, zadnji korak u kojem se množže dvije matrice. e dvije matrice. 
Tada za svaki k, 1Tada za svaki k, 1≤≤kk≤≤nn--11 vrijedivrijedi

AA1..n1..n = A= A1..k1..k AAk+1..nk+1..n  
�� Problem odreñivanja optimalnog rasporeda zagrada je time podijelProblem odreñivanja optimalnog rasporeda zagrada je time podijeljen u dva pitanja: jen u dva pitanja: 

kako odlukako odluččiti gdje podijeliti niz matrica (kako naiti gdje podijeliti niz matrica (kako naćći k) i kako podijeliti i k) i kako podijeliti podnizovepodnizove matrica matrica 
AA1..k1..k i Ai Ak+1..nk+1..n

�� Odgovor na drugo pitanje je rekurzivna upotreba istog postupkaOdgovor na drugo pitanje je rekurzivna upotreba istog postupka
�� Odgovor na prvo pitanje: jedna moguOdgovor na prvo pitanje: jedna moguććnost je nanost je naćći takav k koji minimalizira dimenziju i takav k koji minimalizira dimenziju 

produkta matrica, ali to naprodukta matrica, ali to nažžalost ne radi. Najjednostavnije rjealost ne radi. Najjednostavnije rješšenje je provjeriti sve enje je provjeriti sve 
mogumogućće vrijednosti ke vrijednosti k

�� Ovaj postupak zadovoljava princip optimizacije: ako Ovaj postupak zadovoljava princip optimizacije: ako žželimo naelimo naćći optimalno rjei optimalno rješšenje za enje za 
AA1..n1..n , treba nam optimalno rje, treba nam optimalno rješšenje za Aenje za A1..k1..k i Ai Ak+1..nk+1..n –– podproblemipodproblemi trebaju biti rijetrebaju biti riješšeni eni 
optimalno da bi rjeoptimalno da bi rješšenje openje opććeg problema bilo optimalnoeg problema bilo optimalno

�� RjeRješšenja enja podproblemapodproblema se pospremaju u tabelu i tabela se puni od se pospremaju u tabelu i tabela se puni od ““dna prema vrhudna prema vrhu””
�� Neka m[i,j] za 1Neka m[i,j] za 1≤≤ii≤≤jj≤≤n oznan označčava minimalni broj mnoava minimalni broj množženja potrebnih za raenja potrebnih za raččunanje unanje AAii..j..j
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�� Ako je i=j, tada niz sadrAko je i=j, tada niz sadržži samo jednu matricu, nema mnoi samo jednu matricu, nema množženja i m[i,i]=0enja i m[i,i]=0
�� Za i<j traZa i<j tražžimo produkt imo produkt AAii..j..j, , ššto se moto se možže podijeliti na e podijeliti na AAii..k ..k AAk+1..jk+1..j za svaki iza svaki i≤≤k<jk<j
�� Optimalno vrijeme za izraOptimalno vrijeme za izraččunati unati AAii..k..k je m[i,k] i za je m[i,k] i za AAk+1..jk+1..j je m[k+1,j], pretpostavlja se da je m[k+1,j], pretpostavlja se da 

su te vrijednosti vesu te vrijednosti većć izraizraččunate i spremljene u tabeluunate i spremljene u tabelu
�� Matrica Matrica AAii..k..k je dimenzije je dimenzije ppii--11 x x ppkk , a matrica , a matrica AAk+1..jk+1..j je dimenzije je dimenzije ppkk x x ppjj , pa vrijeme , pa vrijeme 

potrebno za njihovo mnopotrebno za njihovo množženje ovisi o enje ovisi o ppii--11**ppkk* * ppjj. Iz toga slijedi . Iz toga slijedi rekurzijarekurzija za raza raččunanje unanje 
m[i,j]m[i,j]

m[i,i] = 0  m[i,i] = 0  
m[i,j] = min(m[i,k]+m[k+1,j]+ m[i,j] = min(m[i,k]+m[k+1,j]+ ppii--11**ppkk* * ppjj)  za i<j)  za i<j

ii≤≤k<jk<j

�� redoslijed raredoslijed raččunanja gornjeg izraza: duljinu niza matrica koji se mnounanja gornjeg izraza: duljinu niza matrica koji se množži oznai označčimo s L=jimo s L=j--
i+1. Za L=1 je i=j, trivijalan slui+1. Za L=1 je i=j, trivijalan sluččaj. Nadogradnja tabele se radi za L = 2, 3, aj. Nadogradnja tabele se radi za L = 2, 3, ……, n, gdje je , n, gdje je 
konakonaččno rjeno rješšenje m[1,n]. enje m[1,n]. 

�� Slaganje petlje: Slaganje petlje: podnizpodniz duljine L poduljine L poččinje na poziciji i, pa je j=i+Linje na poziciji i, pa je j=i+L--1, a mora biti j1, a mora biti j≤≤n, n, ššto to 
vodi na ivodi na i≤≤nn--L+1, pa dakle petlja za i mora iL+1, pa dakle petlja za i mora ićći od 1 do ni od 1 do n--L+1L+1

�� pseudokodpseudokod koji obavlja ovaj rakoji obavlja ovaj raččun, radi na globalnom polju m[n][n]:un, radi na globalnom polju m[n][n]:
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MatrixMatrix--chainchain((arrayarray p[1..n], int n) {p[1..n], int n) {
arrayarray s[1..ns[1..n--1,2..n];1,2..n];
forfor (i=1; i<=n; i++)(i=1; i<=n; i++)

m[i][i]=0;m[i][i]=0;
forfor (L=2; L<=n; L++) {(L=2; L<=n; L++) {

forfor (i=1; i<=n(i=1; i<=n--L+1;i++) {L+1;i++) {
j=i+Lj=i+L--1;1;
m[i][j] = INFINITY;m[i][j] = INFINITY;
forfor (k=i; k<=j(k=i; k<=j--1; k++) {1; k++) {

q=m[i][k]+m[k+1][j]+p[iq=m[i][k]+m[k+1][j]+p[i--1]*p[k]*p[j];1]*p[k]*p[j];
ifif (q < m[i][j]) {(q < m[i][j]) {

m[i][j]=q;m[i][j]=q;
s[i][j]=k;s[i][j]=k;

}}
}}

}}
returnreturn m[1][n] (konam[1][n] (konaččni broj operacija) i s[][] (polje oznaka podjela)ni broj operacija) i s[][] (polje oznaka podjela)
} } 
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�� U ovom algoritmu se vrte tri petlje od kojih svaka moU ovom algoritmu se vrte tri petlje od kojih svaka možže maksimalno poprimati vrijednosti e maksimalno poprimati vrijednosti 
u rasponu 1 u rasponu 1 …… n, pa je vrijeme izvrn, pa je vrijeme izvrššavanja algoritma avanja algoritma ΘΘ(n(n33))

�� Polje s[][] Polje s[][] se koristi za odreñivanje zavrse koristi za odreñivanje završšnog niza mnonog niza množženja matrica (rjeenja matrica (rješšenje)enje)
�� Osnovna ideja je postaviti oznaku podjele koja oznaOsnovna ideja je postaviti oznaku podjele koja označčava koja vrijednost k daje minimalnu ava koja vrijednost k daje minimalnu 

vrijednost m[i,j], i ta vrijednost k se sprema u polje s[][]. Zavrijednost m[i,j], i ta vrijednost k se sprema u polje s[][]. Za s[i][j]=k tada znamo da je s[i][j]=k tada znamo da je 
najbolji nanajbolji naččin rain raččunanja unanja AAii..j..j taj da prvo pomnotaj da prvo pomnožžimo imo AAii..k..k i Ai Ak+1jk+1j i onda pomnoi onda pomnožžimo te dvije imo te dvije 
matrice. To znamatrice. To značči da nam s[i][j] govori koje mnoi da nam s[i][j] govori koje množženje da obavimo zadnje. enje da obavimo zadnje. PrimjetimoPrimjetimo da da 
s[i][j] spremamo samo za j>is[i][j] spremamo samo za j>i

�� Stvarni algoritam mnoStvarni algoritam množženja matrica tada koristi polje s[i][enja matrica tada koristi polje s[i][j] j] za odreñivanje podjele niza za odreñivanje podjele niza 
matricamatrica

�� Ako matrice drAko matrice držžimo u polju matrica A[1..n] i s[i][j] je globalno polje, rekurziimo u polju matrica A[1..n] i s[i][j] je globalno polje, rekurzivna procedura vna procedura 
koja vrkoja vršši mnoi množženje je oblika (procedura vraenje je oblika (procedura vraćća matricu) :a matricu) :

MultMult(i,j) {(i,j) {

ifif (i==j) (i==j) 
returnreturn A[i]; A[i]; 

elseelse {{
k=s[i][j]; X=k=s[i][j]; X=MultMult(i,k); Y=(i,k); Y=MultMult(k+1,j);      /* X=A[i]..A[k], Y=A[k+1]..A[j]  */(k+1,j);      /* X=A[i]..A[k], Y=A[k+1]..A[j]  */
returnreturn X*Y; }                                        /* vraX*Y; }                                        /* vraćća produkt matrica X i Y  */a produkt matrica X i Y  */

}}
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�� Primjer: zadan niz od Primjer: zadan niz od ččetiri matrice dimenzija Aetiri matrice dimenzija A11 5x4, A5x4, A22 4x6, A4x6, A33 6x2 i A6x2 i A44 2x7, pa je 2x7, pa je 
ppii=(5,4,6,2,7)=(5,4,6,2,7)

�� Optimalni redoslijed mnoOptimalni redoslijed množženja je ((Aenja je ((A11(A(A2 2 AA33))A))A44).).
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Pohlepni pristupPohlepni pristup

�� U mnogim algoritmima optimizacije potrebno je napraviti niz izboU mnogim algoritmima optimizacije potrebno je napraviti niz izborara
�� Strategija dinamiStrategija dinamiččkog programiranja se kog programiranja se ččesto koristi u rjeesto koristi u rješšavanju takvih problema, gdje se avanju takvih problema, gdje se 

optimalno rjeoptimalno rješšenje traenje tražži primjenom i primjenom rekurzijerekurzije raraččunajuunajućći od najmanjih (najjednostavnijih) i od najmanjih (najjednostavnijih) 
problema prema sloproblema prema složženijim (od dna prema vrhu)enijim (od dna prema vrhu)

�� No strategija dinamiNo strategija dinamiččkog programiranja mokog programiranja možže voditi na preduga vremena izvre voditi na preduga vremena izvrššavanja avanja 
(neefikasne algoritme)(neefikasne algoritme)

�� Alternativna strategija (tehnika) koja se koristi u rjeAlternativna strategija (tehnika) koja se koristi u rješšavanju takvih problema je strategija avanju takvih problema je strategija 
pohlepnog algoritmapohlepnog algoritma

�� Ova tehnika obiOva tehnika običčno vodi na jednostavne i brze algoritme, ali nije toliko mono vodi na jednostavne i brze algoritme, ali nije toliko moććna i primjenljiva na i primjenljiva 
kao dinamikao dinamiččko programiranjeko programiranje

�� Dodatna prednost ove strategije je da Dodatna prednost ove strategije je da ččak kad ne proizvede optimalno rjeak kad ne proizvede optimalno rješšenje, enje, ččesto vodi esto vodi 
na novu strategiju razvoja algoritma koja rezultira efikasnijim na novu strategiju razvoja algoritma koja rezultira efikasnijim rjerješšenjem ili tehnikom koja enjem ili tehnikom koja 
brzo pronalazi dobru aproksimaciju rjebrzo pronalazi dobru aproksimaciju rješšenja (heuristika)enja (heuristika)

�� RjeRješšenje problema se konstruira u nizu koraka, gdje se u svakom koraenje problema se konstruira u nizu koraka, gdje se u svakom koraku bira moguku bira moguććnost nost 
koja je lokalno optimalna u nekom smislu. Ideja je da koja je lokalno optimalna u nekom smislu. Ideja je da ćće takvi koraci dovesti do globalno e takvi koraci dovesti do globalno 
optimalnog rjeoptimalnog rješšenja enja 
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�� Primjer: trgovac vraPrimjer: trgovac vraćća mua muššteriji 62 kune, na raspolaganju su mu novteriji 62 kune, na raspolaganju su mu novččanice od 50, 20, 10, anice od 50, 20, 10, 
5 i 1 kune. Instinktivno 5 i 1 kune. Instinktivno ćće vee veććina ljudi vratiti 1x50, 1x10 i 2x1 kunu. Takav algoritam ina ljudi vratiti 1x50, 1x10 i 2x1 kunu. Takav algoritam 
vravraćća toa toččan iznos uz najkraan iznos uz najkraćću moguu mogućću listu novu listu novččanicaanica

�� Algoritam: izabere se najveAlgoritam: izabere se najvećća nova novččanica koja ne prelazi ukupnu sumu, stavlja se na listu anica koja ne prelazi ukupnu sumu, stavlja se na listu 
za vraza vraććanje, oduzme se vraanje, oduzme se vraććena vrijednost od ukupne kako bi se izraena vrijednost od ukupne kako bi se izraččunao ostatak za unao ostatak za 
vravraććanje, zatim se bira slijedeanje, zatim se bira slijedećća nova novččanica koja ne prelazi ostatak koji treba vratiti, anica koja ne prelazi ostatak koji treba vratiti, 
dodaje se na listu za vradodaje se na listu za vraććanje i raanje i raččuna novi ostatak za vrauna novi ostatak za vraććanje anje itditd, sve dok se ne vrati , sve dok se ne vrati 
totoččan iznosan iznos

�� Dakle strategija pohlepnog pristupa je dovela do najefikasnijeg Dakle strategija pohlepnog pristupa je dovela do najefikasnijeg rjerješšenja problema enja problema 
vravraććanja novca i to zahvaljujuanja novca i to zahvaljujućći specijalnim svojstvima raspoloi specijalnim svojstvima raspoložživih novivih novččanicaanica

�� Primjer gdje pohlepni pristup ne funkcionira: potrebno je vratitPrimjer gdje pohlepni pristup ne funkcionira: potrebno je vratiti 15 kuna pomoi 15 kuna pomoćću u 
novnovččanica od 11, 5 i 1 kune. Pohlepni algoritam prvo vraanica od 11, 5 i 1 kune. Pohlepni algoritam prvo vraćća 11 kuna i tada mu ostaje a 11 kuna i tada mu ostaje 
samo jedno rjesamo jedno rješšenje: da vrati enje: da vrati ččetiri puta po 1 kunu, znaetiri puta po 1 kunu, značči ukupno 5 novi ukupno 5 novččanica. Optimalno anica. Optimalno 
rjerješšenje bi bilo vratiti tri puta po 5 kn.enje bi bilo vratiti tri puta po 5 kn.

�� Primjer: 0/1 ranac: zadani ulazni podaci n=3, (wPrimjer: 0/1 ranac: zadani ulazni podaci n=3, (w11,w,w22,w,w33) = (2,3,4), (p) = (2,3,4), (p11,p,p22,p,p33) = (1,7,8), ) = (1,7,8), 
c=6. Strategija dinamic=6. Strategija dinamiččkog programiranja je dala optimalno rjekog programiranja je dala optimalno rješšenje: izborom prvog i enje: izborom prvog i 
tretreććeg predmeta maksimalna vrijednost je 9, a ukupna teeg predmeta maksimalna vrijednost je 9, a ukupna težžina je 6. Pohlepni pristup: ina je 6. Pohlepni pristup: 
izraizraččuna se profitabilnost (una se profitabilnost (ppii//wwii), prvo se uzme najprofitabilniji 2 predmet, nakon ), prvo se uzme najprofitabilniji 2 predmet, nakon ččega ega 
slijedeslijedećći po profitabilnosti (3 predmet) ne stane u ranac, pa se moi po profitabilnosti (3 predmet) ne stane u ranac, pa se možže uzeti samo 1 e uzeti samo 1 
predmet. Ukupna vrijednost je 8, a tepredmet. Ukupna vrijednost je 8, a težžina 5.ina 5.
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HuffmanovHuffmanov algoritamalgoritam

�� Predstavlja metodu efikasnog dekodiranja podataka za komprimiranPredstavlja metodu efikasnog dekodiranja podataka za komprimiranje podataka bez je podataka bez 
gubitka informacije o podacimagubitka informacije o podacima

�� UobiUobiččajeno kodiranje znakova poput ASCII koda: svaki znak je predstavajeno kodiranje znakova poput ASCII koda: svaki znak je predstavljen kodnom rijeljen kodnom riječči i 
fiksne duljine (8 bitova/znak). Kodovi fiksne duljine su popularfiksne duljine (8 bitova/znak). Kodovi fiksne duljine su popularni jer omoguni jer omoguććuju vrlo uju vrlo 
jednostavan postupak: niz znakova se podijeli u pojedinajednostavan postupak: niz znakova se podijeli u pojedinaččne znakove i njihovo ne znakove i njihovo 
kodiranje/dekodiranje se vrkodiranje/dekodiranje se vršši jednostavnim direktnim indeksiranjemi jednostavnim direktnim indeksiranjem

�� No takvi kodovi ne minimaliziraju ukupnu koliNo takvi kodovi ne minimaliziraju ukupnu količčinu podatakainu podataka
�� Primjer: Primjer: žželi se (de)kodirati nizove znakova sastavljene od abecede s eli se (de)kodirati nizove znakova sastavljene od abecede s ččetiri znaka C={a, b, etiri znaka C={a, b, 

c, d}, koristi se slijedec, d}, koristi se slijedećći kod fiksne duljine:i kod fiksne duljine:
a = 00 ; b = 01 ; c = 10 ; d = 11a = 00 ; b = 01 ; c = 10 ; d = 11

�� Niz znakova Niz znakova ““abacdaacacabacdaacac”” se kodira zamjenom svakog znaka s odgovarajuse kodira zamjenom svakog znaka s odgovarajuććom binarnom om binarnom 
kodnom rijekodnom riječčii

a    b    a    c    d    a    a    c    a  a    b    a    c    d    a    a    c    a  cc
00   00   0101 00  10  00  10  1111 00  00  10  00   1000  00  10  00   10

�� Pa je konaPa je konaččni niz 20ni niz 20--bitni niz znakova bitni niz znakova ““0001001011000010001000010010110000100010””
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�� Ukoliko su unaprijed poznate relativne vjerojatnosti pojavljivanUkoliko su unaprijed poznate relativne vjerojatnosti pojavljivanja znakova (ja znakova (ššto se moto se možže e 
izvesti analiziranjem velikog broja nizova tijekom duljeg vremenizvesti analiziranjem velikog broja nizova tijekom duljeg vremena ili za komprimiranje jedne a ili za komprimiranje jedne 
datoteke prebrojavanjem frekvencije pojavljivanja svih znakova) datoteke prebrojavanjem frekvencije pojavljivanja svih znakova) momožže se izvesti drugae se izvesti drugaččije ije 
kodiranje: znakovi koji se kodiranje: znakovi koji se ččeeššćće pojavljuju se kodiraju koristee pojavljuju se kodiraju koristećći manje bitova,i manje bitova, a znakovi koji  a znakovi koji 
se javljaju rjeñe se kodiraju koristese javljaju rjeñe se kodiraju koristećći vii višše bitova, e bitova, ččime se smanjuje ukupan broj bitova ime se smanjuje ukupan broj bitova 
potrebnih za (de)kodiranje niza znakovapotrebnih za (de)kodiranje niza znakova

�� Za gornji niz znakova, frekvencija njihovog pojavljivanja je: p(Za gornji niz znakova, frekvencija njihovog pojavljivanja je: p(a) = 0.5, p(b) = 0.1, p(c) = a) = 0.5, p(b) = 0.1, p(c) = 
0.3, p(d) = 0.10.3, p(d) = 0.1

�� MoMožže se izvesti slijedee se izvesti slijedećće kodiranje promjenljive duljine: e kodiranje promjenljive duljine: 
a = 0 ; b = 110; c = 10; d = 111a = 0 ; b = 110; c = 10; d = 111

�� Isti niz od 10 znakova je sad kodiran 17Isti niz od 10 znakova je sad kodiran 17--bitnim nizom bitnim nizom ““0110010111001001001100101110010010””
�� UUššteñena su dakle teñena su dakle 3 bita3 bita
�� OpOpććenito: koliko se moenito: koliko se možže ue ušštedjeti za niz znakova duljine n ? Ako se koristi 2tedjeti za niz znakova duljine n ? Ako se koristi 2--bitni kod bitni kod 

fiksne duljine, duljina kodiranog niza je 2n bitova. Za kodiranjfiksne duljine, duljina kodiranog niza je 2n bitova. Za kodiranje promjenljivom duljinom, e promjenljivom duljinom, 
ooččekivana duljina pojedinaekivana duljina pojedinaččnog kodiranog znaka je jednaka sumi umnonog kodiranog znaka je jednaka sumi umnožžaka duljine kodne aka duljine kodne 
rijeriječči s vjerojatnoi s vjerojatnoššćću njenog pojavljivanja, a ou njenog pojavljivanja, a oččekivana duljina kodiranog niza je n puta ekivana duljina kodiranog niza je n puta 
ooččekivana duljina pojedinaekivana duljina pojedinaččnog kodiranog znaka:nog kodiranog znaka:

n(0.5*1+0.1*3+0.3*2+0.1*3) = 1.7*nn(0.5*1+0.1*3+0.3*2+0.1*3) = 1.7*n
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�� Problem koji se ovdje rjeProblem koji se ovdje rješšava je kako napraviti najbolji algoritam, koji ava je kako napraviti najbolji algoritam, koji ćće ue ušštedjeti tedjeti 
maksimalno prostora, ako su poznate vjerojatnosti pojavljivanja maksimalno prostora, ako su poznate vjerojatnosti pojavljivanja pojedinih znakovapojedinih znakova

�� VaVažžno pitanje u rjeno pitanje u rješšavanju ovog problema je moguavanju ovog problema je moguććnost dekodiranja, i to brza i efikasna, nost dekodiranja, i to brza i efikasna, 
kodiranog binarnog nizakodiranog binarnog niza

�� Iz tog razloga su i kodne rijeIz tog razloga su i kodne riječči u gornjem primjeru pai u gornjem primjeru pažžljivo izabraneljivo izabrane
�� NprNpr. da se za znak a uzeo kod 1 (a ne 0), bilo bi nemogu. da se za znak a uzeo kod 1 (a ne 0), bilo bi nemogućće odrediti da li niz 111 odgovara e odrediti da li niz 111 odgovara 

znaku d ili nizu znaku d ili nizu aaaaaa
�� TraTražži se da kodiranje bude takvo da se binarni niz moi se da kodiranje bude takvo da se binarni niz možže jednoznae jednoznaččno dekodiratino dekodirati
�� To se moTo se možže postie postićći tako da niti jedna korii tako da niti jedna korišštena kodna rijetena kodna riječč nije prefiks ostalih kodnih rijenije prefiks ostalih kodnih riječči i 

(kao u gornjem primjeru) (kao u gornjem primjeru) –– to je kljuto je ključčno svojstvono svojstvo
�� ZnaZnačči da i da ččim se nañe neka kodna rijeim se nañe neka kodna riječč u nizu, mou nizu, možže se jednoznae se jednoznaččno odrediti kojem znaku no odrediti kojem znaku 

ona odgovaraona odgovara
�� Definicija: Definicija: prefiks kodoviprefiks kodovi se dobivaju pridruse dobivaju pridružživanjem kodnih rijeivanjem kodnih riječči znakovima na takav i znakovima na takav 

nanaččin da niti jedna kodna rijein da niti jedna kodna riječč nije prefiks drugih kodnih rijenije prefiks drugih kodnih riječči i 
�� Svako binarno prefiksno kodiranje se moSvako binarno prefiksno kodiranje se možže prikazati kao binarno stablo u kojem su kodne e prikazati kao binarno stablo u kojem su kodne 

rijeriječči u listovima stabla i u kojem lijeva grana znai u listovima stabla i u kojem lijeva grana značči 0 a desna znai 0 a desna značči 1i 1
�� Duljina kodne rijeDuljina kodne riječči je tada jednaka dubini odgovarajui je tada jednaka dubini odgovarajuććeg lista u stablu  eg lista u stablu  
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�� Binarno stablo koje odgovara koriBinarno stablo koje odgovara korišštenom prefiksnom kodiranjutenom prefiksnom kodiranju

�� Dekodiranje prefiksnog kodiranja je jednostavno: prolazi se binaDekodiranje prefiksnog kodiranja je jednostavno: prolazi se binarnim stablom od korijena rnim stablom od korijena 
prema listovima i iz ulaznog niza binarnih znakova se odluprema listovima i iz ulaznog niza binarnih znakova se odluččuje kojom granom treba iuje kojom granom treba ićći. i. 
Kada se dosegne list, na izlaz se Kada se dosegne list, na izlaz se ššalje odgovarajualje odgovarajućći znak, te se ponovno krei znak, te se ponovno krećće od e od 
korijena stabla za nastavak dekodiranja ulaznog binarnog nizakorijena stabla za nastavak dekodiranja ulaznog binarnog niza

�� OOččekivana duljina niza: ukupna duljina kodiranog niza se moekivana duljina niza: ukupna duljina kodiranog niza se možže odrediti iz poznate e odrediti iz poznate 
vjerojatnosti pojavljivanja pojedinih znakova. Ako se s p(x) oznvjerojatnosti pojavljivanja pojedinih znakova. Ako se s p(x) oznaačči vjerojatnost i vjerojatnost 
pojavljivanja znaka x, a s pojavljivanja znaka x, a s ddTT(x) duljina kodne rije(x) duljina kodne riječči i tjtj. njena dubina u binarnom stablu T . njena dubina u binarnom stablu T 
prema kojem se vrprema kojem se vršši prefiksno kodiranje, tada je oi prefiksno kodiranje, tada je oččekivan broj bitova za kodiranje niza ekivan broj bitova za kodiranje niza 
znakova duljine nznakova duljine n

B(T) = B(T) = ∑∑ p(x)p(x)* * ddTT(x) (x) 
xx
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�� ššto vodi na sljedeto vodi na sljedećći problem: i problem: generiranje optimalnog kodiranjageneriranje optimalnog kodiranja: zadana je abeceda C : zadana je abeceda C 
i vjerojatnosti pojavljivanja p(x) svih znakova x iz C. Odreditii vjerojatnosti pojavljivanja p(x) svih znakova x iz C. Odrediti prefiksno kodiranje T koje prefiksno kodiranje T koje 
minimalizira ominimalizira oččekivanu duljinu kodiranog binarnog niza B(T).ekivanu duljinu kodiranog binarnog niza B(T).

�� Primijetimo da optimalno kodiranje nije jedinstveno, mogu se Primijetimo da optimalno kodiranje nije jedinstveno, mogu se komplementiratikomplementirati svi bitovi svi bitovi 
(0 <(0 <--> 1) u svim kodnim rije> 1) u svim kodnim riječčimaima

�� Postoji vrlo jednostavan algoritam za traPostoji vrlo jednostavan algoritam za tražženje takvog kodiranja: enje takvog kodiranja: HuffmanovHuffmanov algoritamalgoritam. . 
Koristile su ga prve aplikacije za komprimiranje podataka (Koristile su ga prve aplikacije za komprimiranje podataka (unixunix packpack))

�� HuffmanovHuffmanov algoritam: gradi se binarno stablo poalgoritam: gradi se binarno stablo poččevevšši od listova. Uzimaju se dva znaka x i i od listova. Uzimaju se dva znaka x i 
y i spajaju se u y i spajaju se u ““superznaksuperznak”” z, koji tada zamjenjuje x i y u abecedi. Vjerojatnost z, koji tada zamjenjuje x i y u abecedi. Vjerojatnost 
pojavljivanja znaka z je tada jednaka sumi vjerojatnosti za x i pojavljivanja znaka z je tada jednaka sumi vjerojatnosti za x i y. Rekurzivno se nastavlja y. Rekurzivno se nastavlja 
algoritam na novoj abecedi koja ima jedan znak manje. Kada se pralgoritam na novoj abecedi koja ima jedan znak manje. Kada se proces zavroces završši, odredi se i, odredi se 
kodna rijekodna riječč za znak z, recimo 010. Njoj se dodaju 0 i 1 da bi se dobile kodza znak z, recimo 010. Njoj se dodaju 0 i 1 da bi se dobile kodne rijene riječči za x i za x --
0100 i za y 0100 i za y -- 0101.0101.

�� Drugim rijeDrugim riječčima, spajaju se x i y kao lijevo i desno dijete korijena z, ima, spajaju se x i y kao lijevo i desno dijete korijena z, ččime ime podstablopodstablo od z od z 
zamjenjuje x i y u listi znakova. Postupak se ponavlja dok ne oszamjenjuje x i y u listi znakova. Postupak se ponavlja dok ne ostane samo jedan tane samo jedan 
““superznaksuperznak””. . RezultirajuRezultirajuććee binarno stablo je tada prefiksno stablobinarno stablo je tada prefiksno stablo

�� Kako su x i y na dnu stabla, za njim se izabiru dva znaka s najmKako su x i y na dnu stabla, za njim se izabiru dva znaka s najmanjom vjerojatnoanjom vjerojatnoššćću u 
pojavljivanjapojavljivanja
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�� Ilustracija Ilustracija HuffmanovogHuffmanovog
algoritma:algoritma:
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�� PseudokodPseudokod za za HuffmanovHuffmanov algoritam: imamo skup znakova C, svakom znaku x iz C je algoritam: imamo skup znakova C, svakom znaku x iz C je 
pridrupridružžena vjerojatnost pojavljivanja x.ena vjerojatnost pojavljivanja x.probprob . Na po. Na poččetku su svi znakovi spremljeni u etku su svi znakovi spremljeni u 
prioritetni red Q. Takva strprioritetni red Q. Takva struktura podataka se izgrañuje u vremenu Ouktura podataka se izgrañuje u vremenu O(n), element s (n), element s 
najmanjom oznakom se monajmanjom oznakom se možže pronae pronaćći u vremenu O(i u vremenu O(lglg n) i novi element se dodaje u n) i novi element se dodaje u 
vremenu O(vremenu O(lglg n). Objekti u Q su slon). Objekti u Q su složženi po vjerojatnosti pojavljivanja. eni po vjerojatnosti pojavljivanja. 

HuffmanHuffman(int n, (int n, charactercharacter C[1..n]){C[1..n]){

Q = C;     /* prioritetni red sloQ = C;     /* prioritetni red složžen po vjerojatnosti pojavljivanja */en po vjerojatnosti pojavljivanja */
forfor (i=1; i<=n(i=1; i<=n--1; i++) {1; i++) {

z = novi interni z = novi interni ččvor stabla;vor stabla;
z.z.leftleft = x = Q.= x = Q.extractMinextractMin();  ();   /*  /* pronañe dva znaka s najmanjim vjerojatnostima pronañe dva znaka s najmanjim vjerojatnostima */*/
z.z.rightright = y = Q.= y = Q.extractMinextractMin();();
z.z.probprob = x.= x.probprob + y.+ y.probprob; /* vjerojatnost za z je suma vjerojatnosti za x i y */; /* vjerojatnost za z je suma vjerojatnosti za x i y */
Q.insert(z);  /* ubaci z u prioritetni red */Q.insert(z);  /* ubaci z u prioritetni red */

}  }  returnreturn (zadnji element iz Q kao korijen stabla); }(zadnji element iz Q kao korijen stabla); }

�� Svako izvrSvako izvrššavanje petlje smanji broj elemenata u redu za jedan, pa nakon navanje petlje smanji broj elemenata u redu za jedan, pa nakon n--1 1 iteracijeiteracije
ostaje toostaje toččno jedan element u redu i on je korijen konano jedan element u redu i on je korijen konaččnog prefiksnog binarnog stablanog prefiksnog binarnog stabla
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�� Pitanje: da li je taj algoritam ispravan i zaPitanje: da li je taj algoritam ispravan i zaššto ? to ? 
�� TroTroššak za odreñivanje stabla kodiranja T je Bak za odreñivanje stabla kodiranja T je B(T), potrebno je dokazati da se svako stablo (T), potrebno je dokazati da se svako stablo 

koje se razlikuje od onog konstruiranog koje se razlikuje od onog konstruiranog HuffmanovimHuffmanovim algoritmom moalgoritmom možže pretvoriti u stablo e pretvoriti u stablo 
dobiveno HA bez povedobiveno HA bez poveććanja troanja trošškaka

�� Stablo iz HA je potpuno binarno stablo (svaki unutraStablo iz HA je potpuno binarno stablo (svaki unutraššnji nji ččvor ima tovor ima toččno dvoje djece), pa se no dvoje djece), pa se 
ograniograniččavamo na takav sluavamo na takav sluččaj u razmatranjuaj u razmatranju

�� Tvrdnja: uzmimo dva znaka x i y koji imaju najmanje vjerojatnostTvrdnja: uzmimo dva znaka x i y koji imaju najmanje vjerojatnosti pojavljivanja. Tada i pojavljivanja. Tada 
postoji optimalno binarno stablo kodiranja u kojem su ta dva znapostoji optimalno binarno stablo kodiranja u kojem su ta dva znaka braka braćća na maksimalnoj a na maksimalnoj 
dubini stabla.dubini stabla.

�� Dokaz: neka je T optimalno binarno stablo prefiksnog kodiranja iDokaz: neka je T optimalno binarno stablo prefiksnog kodiranja i neka su b i c dva brata na neka su b i c dva brata na 
maksimalnoj dubini stabla. Pretpostavimo, bez gubitka opmaksimalnoj dubini stabla. Pretpostavimo, bez gubitka opććenitosti, da je p(b)enitosti, da je p(b)≤≤p(c) i p(c) i 
p(x)p(x)≤≤p(y) (da bi se to postiglo, znakovi se mogu preimenovati). Sada,p(y) (da bi se to postiglo, znakovi se mogu preimenovati). Sada, jer x i y imaju jer x i y imaju 
najmanje vjerojatnosti, slijedi da je p(x)najmanje vjerojatnosti, slijedi da je p(x)≤≤p(b) i p(y)p(b) i p(y)≤≤p(c). Jer su b i c na najdubljem nivou p(c). Jer su b i c na najdubljem nivou 
stabla, vrijedi d(b)stabla, vrijedi d(b)≥≥d(x) i d(c)d(x) i d(c)≥≥d(y). Dakle imamo p(b) d(y). Dakle imamo p(b) –– p(x) p(x) ≥≥ 0 i d(b) 0 i d(b) –– d(x) d(x) ≥≥ 0, pa je 0, pa je 
produkt p*d produkt p*d nenegativannenegativan. Sada zamijenimo pozicije x i b u stablu, . Sada zamijenimo pozicije x i b u stablu, ččime dobijemo novo ime dobijemo novo 
stablo Tstablo T’’. Izra. Izraččunajmo promjenu trounajmo promjenu trošška. Troka. Troššak stabla Tak stabla T’’ jeje

B(TB(T’’) = B(T) ) = B(T) –– p(x)d(x) + p(x)d(b) p(x)d(x) + p(x)d(b) –– p(b)d(b) + p(b)d(x) =p(b)d(b) + p(b)d(x) =
= B(T) = B(T) –– (p(b)(p(b)--p(x))(d(b)p(x))(d(b)--d(x)) d(x)) ≤≤ B(T)B(T)
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�� Dakle, zamjenom pozicija x i b ne poveDakle, zamjenom pozicija x i b ne poveććava se troava se troššak, pa je dakle Tak, pa je dakle T’’ optimalno stablo. optimalno stablo. 
Zamjenom pozicija y i c dobije se novo stablo TZamjenom pozicija y i c dobije se novo stablo T’’’’, te identi, te identiččnim razmatranjem se nim razmatranjem se 
zakljuzaključčuje da je i Tuje da je i T’’’’ optimalno stablo. Dakle konaoptimalno stablo. Dakle konaččno stablo Tno stablo T’’’’ zadovoljava tvrdnju i time zadovoljava tvrdnju i time 
je ona dokazana.je ona dokazana.

�� Ovaj teorem govori da je prvi korak Ovaj teorem govori da je prvi korak HuffmanovogHuffmanovog algoritma ispravan. Da bi dokazali algoritma ispravan. Da bi dokazali 
ispravnost cijelog algoritma moispravnost cijelog algoritma možžemo koristiti matematiemo koristiti matematiččku indukciju, jer u svakom koraku ku indukciju, jer u svakom koraku 
izbacujemo toizbacujemo toččno jedan znak.no jedan znak.

�� Tvrdnja: Tvrdnja: HuffmanovHuffmanov algoritam proizvodi optimalno binarno stablo prefiksnog kodiranalgoritam proizvodi optimalno binarno stablo prefiksnog kodiranja.ja.
�� Dokaz: indukcijom po n, broju znakova. Osnovni sluDokaz: indukcijom po n, broju znakova. Osnovni sluččaj, n=1, znaaj, n=1, značči stablo s jednim i stablo s jednim 

listom, listom, ššto je trivijalno optimalno binarno stablo.to je trivijalno optimalno binarno stablo.
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�� Pretpostavlja se da Pretpostavlja se da HuffmanovHuffmanov algoritam proizvodi optimalno stablo za strogo manje od n algoritam proizvodi optimalno stablo za strogo manje od n 
znakova. znakova. ŽŽeli se pokazati da onda to vrijedi i za toeli se pokazati da onda to vrijedi i za toččno n znakova. no n znakova. 

�� Pretpostavimo da imamo toPretpostavimo da imamo toččno n znakova. Prethodna dokazana tvrdnja govori da no n znakova. Prethodna dokazana tvrdnja govori da ćće u e u 
optimalnom stablu dva znaka s najmanjim vjerojatnostima, x i y, optimalnom stablu dva znaka s najmanjim vjerojatnostima, x i y, biti brabiti braćća na najnia na najnižžem em 
nivou stabla. Zamijenimo x i y sa novim znakom z nivou stabla. Zamijenimo x i y sa novim znakom z ččija je vjerojatnost p(z) = p(x) + p(y). ija je vjerojatnost p(z) = p(x) + p(y). 
Time nam ostaje samo nTime nam ostaje samo n--1 znakova. Gledamo bilo koje binarno stablo prefiksnog 1 znakova. Gledamo bilo koje binarno stablo prefiksnog 
kodiranja T napravljeno od novog skupa sa nkodiranja T napravljeno od novog skupa sa n--1 znakova. Ono se mo1 znakova. Ono se možže pretvoriti u e pretvoriti u 
binarno stablo prefiksnog kodiranja Tbinarno stablo prefiksnog kodiranja T’’ za poza poččetni skup od n znakova operacijom koja je etni skup od n znakova operacijom koja je 
inverznainverzna prijaprijaššnjoj operaciji, njoj operaciji, tjtj. zamjenom z sa x i y tako da se doda bit s vrijedno. zamjenom z sa x i y tako da se doda bit s vrijednoššćću 0 u 0 
za x i bit s vrijednoza x i bit s vrijednoššćću 1 za y. Trou 1 za y. Troššak novog stabla Tak novog stabla T’’ jeje

B(TB(T’’) = B(T) ) = B(T) –– p(z)d(z) + p(x)(d(z)+1) + p(y)(d(z)+1) =p(z)d(z) + p(x)(d(z)+1) + p(y)(d(z)+1) =
= B(T) + p(x) + p(y) = B(T) + p(x) + p(y) 

�� Promjena troPromjena trošška ne ovisi o strukturi stabla T, pa je za ka ne ovisi o strukturi stabla T, pa je za minimaliziranjeminimaliziranje trotrošška konaka konaččnog nog 
stabla Tstabla T’’ potrebno izgraditi stablo T od npotrebno izgraditi stablo T od n--1 znakova tako da je ono optimalno. Po 1 znakova tako da je ono optimalno. Po 
indukciji, to je upravo ono indukciji, to je upravo ono ššto to HuffmanovHuffmanov algoritam radi, pa je dakle konaalgoritam radi, pa je dakle konaččno stablo no stablo 
optimalno. Time je dokazana ispravnost optimalno. Time je dokazana ispravnost HuffmanovogHuffmanovog algortimaalgortima..
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Optimalno spajanje sortiranih listaOptimalno spajanje sortiranih lista

�� n sortiranih listi duljine wn sortiranih listi duljine w11, w, w22, , ……, w, wnn se spaja u jednu veliku sortiranu listu. Spajanje se se spaja u jednu veliku sortiranu listu. Spajanje se 
obavlja u nobavlja u n--1 koraka tako da se u svakom koraku spoje dvije odabrane liste a1 koraka tako da se u svakom koraku spoje dvije odabrane liste algoritmom lgoritmom 
mergemerge.Tra.Tražži se optimalni plan sai se optimalni plan sažžimanja, takav odabir listi u pojedinom koraku koji vodi na imanja, takav odabir listi u pojedinom koraku koji vodi na 
najmanji ukupni broj operacija.najmanji ukupni broj operacija.

�� Optimalni plan spajanja se moOptimalni plan spajanja se možže odrediti pohlepnim pristupom i moe odrediti pohlepnim pristupom i možže se pokazati da ga e se pokazati da ga 
konstruira konstruira HuffmanovHuffmanov algoritam: u svakom koraku spajanja treba odabrati dvije najkraalgoritam: u svakom koraku spajanja treba odabrati dvije najkraćće e 
liste (drugim rijeliste (drugim riječčima svaki korak se izvodi tako da imamo najmanje posla u tom korima svaki korak se izvodi tako da imamo najmanje posla u tom koraku)aku)
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Problem planiranja aktivnostiProblem planiranja aktivnosti

�� Vrlo jednostavan problem planiranja: zadan je skup aktivnosti S Vrlo jednostavan problem planiranja: zadan je skup aktivnosti S = {1,2,= {1,2,……,n} za koje je ,n} za koje je 
potrebno neko sredstvo, gdje svaka aktivnost mora zapopotrebno neko sredstvo, gdje svaka aktivnost mora započčeti u neko zadano vrijeme seti u neko zadano vrijeme sii i i 
zavrzavrššiti u zadano vrijeme fiti u zadano vrijeme fii ((nprnpr. p. planiranje predavanja u jednoj predavaonici za koja se laniranje predavanja u jednoj predavaonici za koja se 
odreñuju vremena odvijanja ili raspored prihvaodreñuju vremena odvijanja ili raspored prihvaććanja automobila za popravak kod autoanja automobila za popravak kod auto--
mehanimehaniččara).ara).

�� Postoji samo jedno sredstvo (predavaonica) a neka vremena odvijaPostoji samo jedno sredstvo (predavaonica) a neka vremena odvijanja se mogu preklapati nja se mogu preklapati 
(nemogu(nemogućće je imati dva predavanja istovremeno u istoj prostoriji), pa see je imati dva predavanja istovremeno u istoj prostoriji), pa se neke aktivnosti neke aktivnosti 
(predavanja) moraju izbaciti(predavanja) moraju izbaciti

�� Za dvije aktivnosti Za dvije aktivnosti ii i i jj se kase kažže da se ne preklapaju (smetaju jedna drugoj) ako se vremena e da se ne preklapaju (smetaju jedna drugoj) ako se vremena 
njihovog odvijanja (intervanjihovog odvijanja (interval izmeñu vremena pol izmeñu vremena poččetka i vremena kraja) ne preklapaju: [setka i vremena kraja) ne preklapaju: [sii,f,fii) ) 
presjek [presjek [ssjj,,ffjj) je prazan skup   ) je prazan skup   

�� Problem planiranja aktivnosti je izbor najveProblem planiranja aktivnosti je izbor najveććeg podskupa meñusobno eg podskupa meñusobno nemijenemiješšanihanih aktivnosti aktivnosti 
koje koriste dano sredstvo (druga mogukoje koriste dano sredstvo (druga moguććnost planiranja aktivnosti monost planiranja aktivnosti možže biti recimo takav e biti recimo takav 
izbor aktivnosti da se izbor aktivnosti da se maksimiziramaksimizira ukupno vrijeme iskoristivosti sredstva)ukupno vrijeme iskoristivosti sredstva)

�� Pohlepan pristup: prva ideja Pohlepan pristup: prva ideja -- da bi se dobio skup s najveda bi se dobio skup s najveććim brojem aktivnosti, neim brojem aktivnosti, nećće se e se 
izabirati dugaizabirati dugaččke aktivnosti, dakle u svakom koraku ke aktivnosti, dakle u svakom koraku ćće se izabirati najkrae se izabirati najkraćća aktivnost ukoliko a aktivnost ukoliko 
se ne preklapa s do tada izabranim aktivnostimase ne preklapa s do tada izabranim aktivnostima
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�� No to vodi na neoptimalno iskoriNo to vodi na neoptimalno iskorišštenje sredstvatenje sredstva
�� Jednostavan pohlepni algoritam koji radi: sliJednostavan pohlepni algoritam koji radi: sliččna ideja, opet se izbjegavaju dugana ideja, opet se izbjegavaju dugaččke ke 

aktivnosti, ali se prvo izabire aktivnost koja prva zavraktivnosti, ali se prvo izabire aktivnost koja prva završšava, a tada se od svih ostalih ava, a tada se od svih ostalih 
aktivnosti koje se ne preklapaju s prvom aktivnoaktivnosti koje se ne preklapaju s prvom aktivnoššćću izabire ona koja zavru izabire ona koja završšava prva i taj ava prva i taj 
algoritam se ponavljaalgoritam se ponavlja

�� PoPoččinje se s pretpostavkom da su aktivnosti sortirane po vremenima inje se s pretpostavkom da su aktivnosti sortirane po vremenima zavrzavrššavanja avanja 
ff11 ≤≤ ff22 ≤≤ …… ≤≤ ffnn

�� Naravno sNaravno sii se takoñer paralelno sortiraju se takoñer paralelno sortiraju
�� PseudokodPseudokod za taj algoritam: pretpostavlja se da su sortiranja veza taj algoritam: pretpostavlja se da su sortiranja većć obavljena, izlaz je lista obavljena, izlaz je lista 

A planiranih aktivnosti, varijabla A planiranih aktivnosti, varijabla prevprev ččuva indeks zadnje planirane aktivnosti kako bi se uva indeks zadnje planirane aktivnosti kako bi se 
odredilo da li se aktivnosti mijeodredilo da li se aktivnosti miješšaju:aju:

schedule(int n, int s[1..n], int f[1..n]) {  // pretpostavlja seschedule(int n, int s[1..n], int f[1..n]) {  // pretpostavlja se da je f[1..n] sortiranda je f[1..n] sortiran

A = <1>; A = <1>; prevprev = 1;   // prvo izabire prvu aktivnost iz sortirane liste= 1;   // prvo izabire prvu aktivnost iz sortirane liste
forfor (i=2; i(i=2; i≤≤n; i++) {n; i++) {

ifif (s[i] >= f[(s[i] >= f[prevprev]) {   // provjera da li se aktivnosti preklapaju]) {   // provjera da li se aktivnosti preklapaju
A = <1,A = <1,……,,prevprev,i>; ,i>; prevprev = i;   // uzima se aktivnost i za slijede= i;   // uzima se aktivnost i za slijedeććuu
}}}}

returnreturn A;}A;}
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�� Algoritam je jednostavan i efikasan, vrijeme izvrAlgoritam je jednostavan i efikasan, vrijeme izvrššavanja procedure je avanja procedure je ΘΘ(n), najvi(n), najvišše vremena e vremena 
uzima sortiranje aktivnosti po vremenu zavruzima sortiranje aktivnosti po vremenu završšavanja, avanja, ššto se moto se možže obaviti u e obaviti u ΘΘ(n*(n*lglg n), pa je n), pa je 
ukupno vrijeme izvrukupno vrijeme izvrššavanja avanja ΘΘ(n*(n*lglg n) n) 

�� Primjer: slika, rjePrimjer: slika, rješšenje je {1,4,7}enje je {1,4,7}
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�� Ispravnost algoritma: dokaz ispravnosti algoritma se bazira na dIspravnost algoritma: dokaz ispravnosti algoritma se bazira na dokazivanju da je prvi okazivanju da je prvi 
izbor u algoritmu najbolji moguizbor u algoritmu najbolji mogućći i zatim treba pokazati upotrebom matematii i zatim treba pokazati upotrebom matematiččke ke 
indukcije da je algoritam globalno optimalan. Naindukcije da je algoritam globalno optimalan. Naččin ovakvog dokazivanja se primjenjuje in ovakvog dokazivanja se primjenjuje 
opopććenito za pohlepne algoritme, treba pokazati da se svako drugo rjenito za pohlepne algoritme, treba pokazati da se svako drugo rjeeššenje moenje možže e 
pretvoriti u ovakvo rjepretvoriti u ovakvo rješšenje bez poveenje bez poveććanja troanja trošška ka 

�� Tvrdnja: neka je S = {1,2,Tvrdnja: neka je S = {1,2,……,n} skup aktivnosti za koje treba slo,n} skup aktivnosti za koje treba složžiti raspored sortiran po iti raspored sortiran po 
vremenu izvrvremenu izvrššavanja (prva aktivnost zavravanja (prva aktivnost završšava prva). Tada postoji optimalno rjeava prva). Tada postoji optimalno rješšenje u enje u 
kojem je aktivnost 1 prva na rasporedu.kojem je aktivnost 1 prva na rasporedu.

�� Dokaz: neka je A optimalno rjeDokaz: neka je A optimalno rješšenje. Neka je x aktivnost u A koja zavrenje. Neka je x aktivnost u A koja završši prva. Ako je i prva. Ako je 
x=1, tvrdnja vrijedi. Ako nije, slox=1, tvrdnja vrijedi. Ako nije, složžimo novi raspored Aimo novi raspored A’’ mijenjajumijenjajućći x sa aktivnoi x sa aktivnoššćću 1. u 1. 
Tvrdi se da je ATvrdi se da je A’’ mogumogućći raspored (aktivnosti se ne preklapaju). To je zato jer Ai raspored (aktivnosti se ne preklapaju). To je zato jer A--{x} ne {x} ne 
momožže imati neke druge aktivnosti koje poe imati neke druge aktivnosti koje poččinju prije nego x zavrinju prije nego x završši, jer bi se takve i, jer bi se takve 
aktivnosti preklapale s x. Jer je aktivnost 1 po definiciji aktiaktivnosti preklapale s x. Jer je aktivnost 1 po definiciji aktivnost koja prva zavrvnost koja prva završšava, ona ava, ona 
mora zavrmora završšiti prije x, pa se ne moiti prije x, pa se ne možže preklapati s bilo kojom aktivnosti iz Ae preklapati s bilo kojom aktivnosti iz A--{x}. Slijedi da {x}. Slijedi da 
je Aje A’’ mogumogućći raspored, i jasno je da A i Ai raspored, i jasno je da A i A’’ sadrsadržže isti broj aktivnosti, iz e isti broj aktivnosti, iz ččega slijedi da je ega slijedi da je 
AA’’ takoñer optimalan raspored takoñer optimalan raspored..

�� Tvrdnja: pohlepni algoritam daje optimalno rjeTvrdnja: pohlepni algoritam daje optimalno rješšenje za problem planiranja aktivnostienje za problem planiranja aktivnosti
�� Dokaz: indukcijom po broju aktivnosti. Osnovni sluDokaz: indukcijom po broju aktivnosti. Osnovni sluččaj: ako nema aktivnosti (S je prazan aj: ako nema aktivnosti (S je prazan 

skup) algoritam trivijalno daje optimalno rjeskup) algoritam trivijalno daje optimalno rješšenjeenje
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�� Korak indukcije: pretpostavimo da pohlepni algoritam daje optimaKorak indukcije: pretpostavimo da pohlepni algoritam daje optimalno rjelno rješšenje za svaki enje za svaki 
skup aktivnosti skup aktivnosti ččija je veliija je veliččina striktno manja od S. ina striktno manja od S. 

�� Neka je SNeka je S’’ skup aktivnosti koji se ne preklapa s aktivnosti 1, skup aktivnosti koji se ne preklapa s aktivnosti 1, tjtj. S. S’’={i={iεεS | sS | sii≥≥ff11}. }. 
�� Primijetimo da se svako rjePrimijetimo da se svako rješšenje za Senje za S’’ momožže pretvoriti u rjee pretvoriti u rješšenje za S jednostavnim enje za S jednostavnim 

dodavanjem aktivnosti 1 (i obrnuto)dodavanjem aktivnosti 1 (i obrnuto)
�� Jer je, po gornjoj tvrdnji, aktivnost 1 u optimalnom rjeJer je, po gornjoj tvrdnji, aktivnost 1 u optimalnom rješšenju za S (i to prva) slijedi da se enju za S (i to prva) slijedi da se 

optimalno rjeoptimalno rješšenje poenje poččetnog problema S moetnog problema S možže konstruirati tako da 1 bude prva aktivnost i e konstruirati tako da 1 bude prva aktivnost i 
tada se doda optimalno rjetada se doda optimalno rješšenje za Senje za S’’. . 

�� Po indukciji, takvo rjePo indukciji, takvo rješšenje je optimalno rjeenje je optimalno rješšenje za S (jer je S veenje za S (jer je S većći od Si od S’’), a pohlepni ), a pohlepni 
algoritam upravo tako i konstruira rjealgoritam upravo tako i konstruira rješšenje, pa je tvrdnja dokazana.enje, pa je tvrdnja dokazana.



5959

Kontinuirani problem rancaKontinuirani problem ranca

�� Ovaj problem je sliOvaj problem je sliččan 0/1 problemu ranca koji smo radili u razmatranjima strategijean 0/1 problemu ranca koji smo radili u razmatranjima strategije
dinamidinamiččkog programiranja, s razlikom da se predmeti koji se stavljaju ukog programiranja, s razlikom da se predmeti koji se stavljaju u ranac sad mogu ranac sad mogu 
rezati (ako ne stane cijeli predmet u ranac, morezati (ako ne stane cijeli predmet u ranac, možže se staviti samo jedan njegov dio)e se staviti samo jedan njegov dio)

�� Problem: zadan je prirodan broj n i pozitivni realni brojevi c, Problem: zadan je prirodan broj n i pozitivni realni brojevi c, wwii i i ppii (i=1,2,(i=1,2,……,n). Tra,n). Tražže se e se 
realni brojevi realni brojevi xxii (i=1,2,(i=1,2,……,n) takvi da je ,n) takvi da je ∑∑i=1i=1

nn ppii**xxii maksimalan uz ogranimaksimalan uz ograniččenja enja ∑∑i=1i=1
nn wwii**xxii

≤≤ c, 0c, 0≤≤xxii≤≤1 1 (i=1,2,(i=1,2,……,n). C je kapacitet ranca, ,n). C je kapacitet ranca, wwii su tesu težžine predmeta, ine predmeta, ppii vrijednosti vrijednosti 
predmeta i predmeta i xxii oznaoznaččava koji se dio iava koji se dio i--tog predmeta stavlja u ranac.tog predmeta stavlja u ranac.

�� Pohlepni pristup rjePohlepni pristup rješšavanju problema zahtijeva da se za svaki predmet izraavanju problema zahtijeva da se za svaki predmet izraččuna una 
profitabilnost profitabilnost ppii//wwii (vrijednost po jedinici te(vrijednost po jedinici težžine). Predmeti se sortiraju silazno po ine). Predmeti se sortiraju silazno po 
profitabilnosti te se u tom redoslijedu stavljaju u ranac dokle profitabilnosti te se u tom redoslijedu stavljaju u ranac dokle ima mjesta. Kod svakog ima mjesta. Kod svakog 
stavljanja u ranac nastoji se staviti stavljanja u ranac nastoji se staviti ššto veto većći dio predmeta.i dio predmeta.

�� PseudokodPseudokod C funkcije koja izvodi gornji algoritam: radi nad globalnim polC funkcije koja izvodi gornji algoritam: radi nad globalnim poljima u kojima jima u kojima 
su spremljene tesu spremljene težžine, vrijednosti i dijelovi predmeta, pretpostavlja se da su podine, vrijednosti i dijelovi predmeta, pretpostavlja se da su podaci u aci u 
poljima w[] i p[] vepoljima w[] i p[] većć sortirani po profitabilnosti, sortirani po profitabilnosti, tjtj. p[i]/w[i] . p[i]/w[i] ≥≥ p[i+1]/w[i+1]p[i+1]/w[i+1]
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##definedefine MAXLENMAXLEN
floatfloat w[MAXLEN], p[MAXLEN], x[MAXLEN];w[MAXLEN], p[MAXLEN], x[MAXLEN];
voidvoid contcont__knapsackknapsack (int n, (int n, floatfloat c) {c) {
floatfloat cucu;;
int i;int i;
forfor (i=1; i<=n; i++) x[i] = 0.0;(i=1; i<=n; i++) x[i] = 0.0;
cucu = c;= c;
forfor (i=1; i<=n; i++) {(i=1; i<=n; i++) {
ifif (w[i] > (w[i] > cucu) {) {

x[i] = x[i] = cucu/w[i];/w[i];
returnreturn; }; }

x[i]=1.0;x[i]=1.0;
cucu --= w[i];}= w[i];}

returnreturn; }; }

�� Primjer: n=3, Primjer: n=3, wwii=(2,3,4), =(2,3,4), ppii=(1,7,8), c=6. Profitabilnosti predmeta =(1,7,8), c=6. Profitabilnosti predmeta ppii//wwii=(1/2,7/3,2). =(1/2,7/3,2). 
Algoritam stavlja u ranac cijeli drugi predmet, pa ga popunjava Algoritam stavlja u ranac cijeli drugi predmet, pa ga popunjava s s ¾¾ tretreććeg predmeta, pa je eg predmeta, pa je 
rjerješšenje enje xxii=(0,1,3/4) i maksimalna vrijednost u rancu je 13.=(0,1,3/4) i maksimalna vrijednost u rancu je 13.
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�� Tvrdnja: opisani pohlepni algoritam zaista daje korektno (optimaTvrdnja: opisani pohlepni algoritam zaista daje korektno (optimalno) rjelno) rješšenje enje 
kontinuiranog problema ranca. kontinuiranog problema ranca. 

�� Dokaz: po pretpostavci su predmeti sortirani po profitabilnosti,Dokaz: po pretpostavci su predmeti sortirani po profitabilnosti, tjtj. p. p11/w/w11 ≥≥ pp22/w/w2 2 ≥≥ …… ≥≥
ppnn/w/wnn. Neka je X=(x. Neka je X=(x11, x, x22,,……, , xxnn) rje) rješšenje dobiveno gornjim pohlepnim algoritmom. Ako su enje dobiveno gornjim pohlepnim algoritmom. Ako su 
svi svi xxii=1, tada je vrijednost u rancu o=1, tada je vrijednost u rancu oččigledno najveigledno najvećća. Ako nisu, uzima se da je j najmanji a. Ako nisu, uzima se da je j najmanji 
indeks takav da je indeks takav da je xxjj<1. Zbog sortiranosti po profitabilnosti slijedi da je <1. Zbog sortiranosti po profitabilnosti slijedi da je xxii=1 za 1=1 za 1≤≤i<j i i<j i 
xxii=0 za j<i=0 za j<i≤≤n. n. Takoñer mora vrijediti Takoñer mora vrijediti ∑∑i=1i=1

n n wwii**xxii=c.=c.
�� Neka je Y=(yNeka je Y=(y11, y, y22,,……, , yynn) jedno optimalno rje) jedno optimalno rješšenje. Tada vrijedi enje. Tada vrijedi ∑∑i=1i=1

n n wwii**yyii=c. Ako je X=Y =c. Ako je X=Y 
tada je dokazano da je X optimalno rjetada je dokazano da je X optimalno rješšenje. Ako je X razlienje. Ako je X različčit od Y, moit od Y, možže se nae se naćći najmanji i najmanji 
indeks k takav da je indeks k takav da je xxkk razlirazliččit od it od yykk. Tvrdi se da je k. Tvrdi se da je k≤≤j i da je j i da je yykk<<xxkk. Za provjeru te . Za provjeru te 
tvrdnje, promotre se tri mogutvrdnje, promotre se tri moguććnosti:nosti:
1) za k>j izlazi da je 1) za k>j izlazi da je ∑∑i=1i=1

n n wwii**yyii>c >c ššto ne moto ne možže bitie biti
2) za k<j izlazi da je 2) za k<j izlazi da je xxkk=1, no =1, no yykk mora biti razlimora biti različčit od it od xxkk pa mora biti pa mora biti yykk<<xxkk

3) za k=j, zbog 3) za k=j, zbog ∑∑i=1i=1
j j wwii**xxii=c i =c i yyii==xxii (1(1≤≤i<j) slijedi da je ili i<j) slijedi da je ili yykk<<xxkk ili ili ∑∑i=1i=1

n n wwii**yyii>c>c
ŠŠto znato značči da je tvrdnja ki da je tvrdnja k≤≤j i j i yykk<<xxkk dokazana.dokazana.
�� Sada se Sada se yykk uveuvećća tako da je jednak a tako da je jednak xxkk, te se umanje vrijednosti (, te se umanje vrijednosti (yykk+1+1,,……,,yynn) koliko je ) koliko je 

potrebno da ukupna tepotrebno da ukupna težžina bude jednaka c. Time se dobiva novo rjeina bude jednaka c. Time se dobiva novo rješšenje Z =(zenje Z =(z11, z, z22,,……, , 
zznn) sa svojstvima: ) sa svojstvima: zzii==xxii (1(1≤≤i<k), i<k), ∑∑i=k+1i=k+1

n n wwii*(*(yyii--zzii)=)=wwkk((zzkk--yykk).).
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�� Z takoñer mora biti optimalno rjeZ takoñer mora biti optimalno rješšenje jer vrijedi:    enje jer vrijedi:    

n                 n                                  n          n                 n                                  n          n                                               nn                                               n

∑∑ppii**zzii = = ∑∑ppii**yyii+(+(zzkk--yykk)*)*ppkk--∑∑((yyii--zzii)*)*ppii==∑∑ppii**yyii+(+(zzkk--yykk))ppkk//wwkk**wwkk--∑∑((yyii--zzii))ppii//wwii**wwii ==
i=1i=1 i=1i=1 i=k+1                i=1i=k+1                i=1 i=k+1i=k+1

= zbog sortiranosti predmeta po profitabilnosti = zbog sortiranosti predmeta po profitabilnosti ≥≥

n                                          n                    n                                          n                    nn

≥≥ ∑∑ppii**yyii + [(+ [(zzkk--yykk)*)*wwkk-- ∑∑((yyii--zzii)*)*wwii] ] ppkk//wwkk ≥≥ ∑∑ppii**yyii + 0*+ 0*ppkk//wwkk ==
i=1                                        i=k+1                i=1                                        i=k+1                i=1i=1

nn

= = ∑∑ppii**yyii
i=1i=1

�� To znaTo značči da je nañeno novo rjei da je nañeno novo rješšenje Z koje se bolje poklapa s X nego enje Z koje se bolje poklapa s X nego ššto se Y poklapa s X. to se Y poklapa s X. 
IteriranjemIteriranjem ovog postupka konstrukcije rjeovog postupka konstrukcije rješšenja doenja doćći i ćće se do optimalnog rjee se do optimalnog rješšenja koje se enja koje se 
potpuno poklapa s X, potpuno poklapa s X, ššto znato značči da je X optimalan.i da je X optimalan.

�� Time je teorem dokazanTime je teorem dokazan
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Strategija odustajanja (Strategija odustajanja (backtrackingbacktracking))

�� Ovo je vrlo opOvo je vrlo opććenita tehnika koja se primjenjuje za teenita tehnika koja se primjenjuje za tešške probleme u kombinatoricike probleme u kombinatorici
�� RjeRješšenje problema se traenje problema se tražži sistematskim ispitivanjem svih mogui sistematskim ispitivanjem svih moguććnosti za konstrukciju nosti za konstrukciju 

rjerješšenjaenja
�� Metoda zahtjeva da se traMetoda zahtjeva da se tražženo rjeeno rješšenje izrazi kao nenje izrazi kao n--torkatorka oblika (xoblika (x11, x, x22, , ……, , xxnn) gdje je ) gdje je xxii

element nekog konaelement nekog konaččnog skupa Snog skupa Sii. . KartezijevKartezijev produkt Sprodukt S11 x Sx S22 x x …… x x SSnn se zove prostor se zove prostor 
rjerješšenjaenja

�� Neka konkretna nNeka konkretna n--torkatorka iz prostora rjeiz prostora rješšenja je pravo rjeenja je pravo rješšenje problema ako zadovoljava enje problema ako zadovoljava 
neka dodatna ogranineka dodatna ograniččenja ovisna o samom problemuenja ovisna o samom problemu

�� Prostor rjeProstor rješšenja se prikazuje ureñenim stablom rjeenja se prikazuje ureñenim stablom rješšenja gdje korijen stabla predstavlja enja gdje korijen stabla predstavlja 
sve mogusve mogućće ne n--torketorke

�� Dijete korijena predstavlja sve nDijete korijena predstavlja sve n--torketorke gdje prva komponenta xgdje prva komponenta x11 ima neku odreñenu  ima neku odreñenu 
vrijednost, unuk korijena predstavlja sve nvrijednost, unuk korijena predstavlja sve n--torketorke gdje su prve dvije komponente xgdje su prve dvije komponente x11 i xi x22  
odreñene odreñene itditd., a list stabla predstavlja jednu konkretnu n., a list stabla predstavlja jednu konkretnu n--torkutorku u kojoj su sve vrijednosti u kojoj su sve vrijednosti 
xxii odreñene odreñene

�� RjeRješšenje problema odgovara jednom listu stabla rjeenje problema odgovara jednom listu stabla rješšenjaenja
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�� Primjer: ako se rjePrimjer: ako se rješšenje problema moenje problema možže prikazati kao ureñena trojkae prikazati kao ureñena trojka, n=3, gdje je x, n=3, gdje je x11 iz iz 
skupa Sskupa S11 = {1,2,3,4}, x= {1,2,3,4}, x22 iz Siz S22 = {1,2} i x= {1,2} i x33 iz Siz S33 ={1,2,3}, prostor rje={1,2,3}, prostor rješšenja se prikazuje enja se prikazuje 
gornjim stablomgornjim stablom

�� To je u osnovi rekurzivni algoritam koji se sastoji od simultanoTo je u osnovi rekurzivni algoritam koji se sastoji od simultanog generiranja i ispitivanja g generiranja i ispitivanja 
ččvorova u stablu rjevorova u stablu rješšenjaenja

�� ČČvorovi se stavljaju na stog i jedan korak algoritma se sastoji ovorovi se stavljaju na stog i jedan korak algoritma se sastoji od toga da se uzme d toga da se uzme ččvor s vor s 
vrha stoga i provjeri da li taj vrha stoga i provjeri da li taj ččvor predstavlja rjevor predstavlja rješšenje problema enje problema 

�� Ako Ako ččvor predstavlja rjevor predstavlja rješšenje poduzima se neka odgovarajuenje poduzima se neka odgovarajućća akcijaa akcija
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�� Ako Ako ččvor nije rjevor nije rješšenje, pokuenje, pokuššaju se generirati njegova djeca i stavljaju se na stogaju se generirati njegova djeca i stavljaju se na stog
�� Na poNa poččetku algoritma je na stogu samo korijen stabla, zavretku algoritma je na stogu samo korijen stabla, završšetak je kad se nañe rjeetak je kad se nañe rješšenje ili enje ili 

dobije prazan stogdobije prazan stog
�� Redoslijed obrañivanja Redoslijed obrañivanja ččvorova (skidanje sa stoga) je kao na slicivorova (skidanje sa stoga) je kao na slici
�� VeliVeliččina prostora rjeina prostora rješšenja raste eksponencijalno s velienja raste eksponencijalno s veliččinom problema ninom problema n
�� Zbog toga dobar algoritam strategije povlaZbog toga dobar algoritam strategije povlaččenja nikad ne generira cijelo stablo rjeenja nikad ne generira cijelo stablo rješšenja, enja, 

nego odustaje od grana (nego odustaje od grana (podstabalapodstabala) za koje uspije utvrditi da ne vode do rje) za koje uspije utvrditi da ne vode do rješšenjaenja
�� U postupku generiranja U postupku generiranja ččvorova provjeravaju se ogranivorova provjeravaju se ograniččenja koja nenja koja n--torkatorka mora zadovoljavati mora zadovoljavati 

da bi zaista bila rjeda bi zaista bila rješšenje enje 
�� ČČvor na ivor na i--tom nivou predstavlja ntom nivou predstavlja n--torketorke u kojima je prvih u kojima je prvih ii komponenti xkomponenti x11, x, x22, , ……, , xxii  

odreñenoodreñeno; ukoliko se na osnovu vrijednosti tih ; ukoliko se na osnovu vrijednosti tih ii komponenti mokomponenti možže utvrditi da ogranie utvrditi da ograniččenja enja 
nisu zadovoljena, ne generira se ni taj nisu zadovoljena, ne generira se ni taj ččvor ni njegovi potomci jer ne vode na rjevor ni njegovi potomci jer ne vode na rješšenjeenje

�� NprNpr. Ako se na gornji primjer stavi ograni. Ako se na gornji primjer stavi ograniččenje da sve tri komponente rjeenje da sve tri komponente rješšenja moraju biti enja moraju biti 
meñusobno razlimeñusobno različčite, tada je ite, tada je najlijevijanajlijevija generirana grana stabla rjegenerirana grana stabla rješšenja ona za xenja ona za x11=1, x=1, x22=2, =2, 
xx33=3, i ukupni broj generiranih =3, i ukupni broj generiranih ččvorova je 19  vorova je 19  
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�� Strategija povlaStrategija povlaččenja se enja se ččesto rabi u rjeesto rabi u rješšavanju problema optimizacije, gdje se od svih avanju problema optimizacije, gdje se od svih 
mogumoguććih rjeih rješšenja traenja tražži ono koje je optimalno u nekom smislui ono koje je optimalno u nekom smislu

�� Optimalnost se mjeri funkcijom cilja koju treba minimalizirati oOptimalnost se mjeri funkcijom cilja koju treba minimalizirati odnosno maksimalizirati; dnosno maksimalizirati; 
ovisno o problemu funkcija cilja se interpretira kao cijena, troovisno o problemu funkcija cilja se interpretira kao cijena, troššak, zarada i sliak, zarada i sliččnono

�� Ovakvi algoritmi odustaju od grana u stablu rjeOvakvi algoritmi odustaju od grana u stablu rješšenja koja ne vode do rjeenja koja ne vode do rješšenja, kod enja, kod 
problema optimizacije odustaje se i od grana koje ne vode do bolproblema optimizacije odustaje se i od grana koje ne vode do boljeg rjejeg rješšenja od onog enja od onog 
koje je vekoje je većć nañeno nañeno. Takva varijanta algoritma se obi. Takva varijanta algoritma se običčno naziva algoritam grananja i no naziva algoritam grananja i 
preskakanja (preskakanja (branchbranch--andand--boundbound))

�� na primjer, ako se rjena primjer, ako se rješšava problem minimalizacije, funkcija cilja se moava problem minimalizacije, funkcija cilja se možže interpretirati e interpretirati 
kao cijena koja se kao cijena koja se žželi minimalizirati. Za realizaciju algoritma potreban je postupaeli minimalizirati. Za realizaciju algoritma potreban je postupak k 
odreñivanja donje ograde za cijenu po svim rjeodreñivanja donje ograde za cijenu po svim rješšenjima iz zadanog enjima iz zadanog podstablapodstabla

�� Ukoliko je donja ograda veUkoliko je donja ograda većća od cijene najboljeg trenutno poznatog rjea od cijene najboljeg trenutno poznatog rješšenja tada se enja tada se 
razmatrano razmatrano podstablopodstablo odbacuje, jer ne vodi do boljeg rjeodbacuje, jer ne vodi do boljeg rješšenjaenja

�� Za uspjeZa uspješšnost takvog algoritma vanost takvog algoritma važžno je no je ššto prije otkriti dobro rjeto prije otkriti dobro rješšenje (takvo koje ima enje (takvo koje ima 
dovoljno nisku donju ogradu da izbacuje veliki broj dovoljno nisku donju ogradu da izbacuje veliki broj podstabalapodstabala))

�� Pri obradi Pri obradi ččvorova bravorova braćće prvo se obrañuje onaj koji ima najmanju donju ogradu e prvo se obrañuje onaj koji ima najmanju donju ogradu 
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Problem n kraljicaProblem n kraljica

�� Problem: na Problem: na ššahovsku ploahovsku pločču veliu veliččine n x n polja treba postaviti n kraljica tako da se one ine n x n polja treba postaviti n kraljica tako da se one 
meñusobno ne napadajumeñusobno ne napadaju

�� Postupak rjePostupak rješšavanja: oavanja: oččito svaka kraljica mora biti u posebnom retku ploito svaka kraljica mora biti u posebnom retku pločče, pa se moe, pa se možže e 
uzeti da je iuzeti da je i--ta kraljica u ita kraljica u i--tom retku i rjetom retku i rješšenje problema se moenje problema se možže prikazati kao ne prikazati kao n--torkatorka (x(x11, , 
xx22, , ……, , xxnn), gdje je ), gdje je xxii indeks stupca u kojem se nalazi indeks stupca u kojem se nalazi ii--ta kraljicata kraljica

�� Slijedi da je skup rjeSlijedi da je skup rješšenja Senja Sii={1,2,={1,2,……,n} za svaki ,n} za svaki ii
�� Broj nBroj n--torkitorki u prostoru rjeu prostoru rješšenja je nenja je nnn

�� OgraniOgraniččenja koja rjeenja koja rješšenje (xenje (x11, x, x22, , ……, , xxnn) mora zadovoljavati izvode se iz zahtjeva da se niti ) mora zadovoljavati izvode se iz zahtjeva da se niti 
jedan par kraljica ne smije nalaziti u istom stupcu i istoj dijajedan par kraljica ne smije nalaziti u istom stupcu i istoj dijagonaligonali

�� Kao primjer razmotrimo n=4. Strategija povlaKao primjer razmotrimo n=4. Strategija povlaččenja generira stablo rjeenja generira stablo rješšenja prikazano na enja prikazano na 
slicislici

�� Crtkano su oznaCrtkano su označčeni eni ččvorovi koje je algoritam odbacio odmah u postupku generiranja jevorovi koje je algoritam odbacio odmah u postupku generiranja jer r 
krkršše ogranie ograniččenjaenja

�� Rad algoritma je prekinut Rad algoritma je prekinut ččim je nañeno prvo rjeim je nañeno prvo rješšenje enje 
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�� RjeRješšenje: (2, 4, 1, 3)enje: (2, 4, 1, 3)
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�� Algoritam dobiven strategijom povlaAlgoritam dobiven strategijom povlaččenja (enja (backtrackingbacktracking) za problem n kraljica zapisan u ) za problem n kraljica zapisan u 
C, pretpostavlja se da postoji globalno polje za zapisivanje rjeC, pretpostavlja se da postoji globalno polje za zapisivanje rješšenja (xenja (x11, x, x22, , ……, , xxnn) ) 

##definedefine MAXLENMAXLEN

int x[MAXLEN];  /* prvi element polja s indeksom 0 se ne koriint x[MAXLEN];  /* prvi element polja s indeksom 0 se ne koristi */sti */

�� Kod za pomoKod za pomoććnu loginu logiččku funkciju place() koja provjerava da li se kku funkciju place() koja provjerava da li se k--ta kraljica mota kraljica možže staviti e staviti 
u ku k--ti redak i x[k]ti redak i x[k]--ti stupac tako da je veti stupac tako da je većć postavljenih kpostavljenih k--1 kraljica ne napada (dakle 1 kraljica ne napada (dakle 
elementi polja 1,elementi polja 1,……,k,k--1 su ve1 su većć odreñeni odreñeni))

int place (int k) {int place (int k) {

int i;int i;
forfor (i=1; i<k; i++)(i=1; i<k; i++)
ifif ( (x[i]==x[k]) || (abs(x[i]( (x[i]==x[k]) || (abs(x[i]--x[k])==abs(ix[k])==abs(i--k)) ) k)) ) returnreturn 0;0;

returnreturn 1;1;
}}
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�� Funkcija Funkcija queensqueens() ispisuje sva rje() ispisuje sva rješšenja problema:enja problema:

voidvoid queensqueens(int n) {(int n) {

int k, ind;int k, ind;
x[1]=0; k=1; /* k je trenutni redak, x[k] je trenutni stupac */x[1]=0; k=1; /* k je trenutni redak, x[k] je trenutni stupac */
whilewhile (k > 0) { /* ponavlja za sve retke (kraljice) */(k > 0) { /* ponavlja za sve retke (kraljice) */
x[k]++;x[k]++;
whilewhile ( (x[k]<=n) && (place(k)==0) )  x[k]++; /* tra( (x[k]<=n) && (place(k)==0) )  x[k]++; /* tražži stupac */i stupac */
ifif ( (x[k]<=n) x[k]<=n)  /*  /* nañen stupac nañen stupac */*/
ifif ( (k =k == n= n) /* n) /* nañeno potpuno rjeañeno potpuno rješšenje */enje */

for (ind=1;for (ind=1; ind<=MAXLEN; ind++)ind<=MAXLEN; ind++)
printf("x[%d]=%d ",ind,x[ind]);  printf("x[%d]=%d ",ind,x[ind]);  

printf("printf("\\n"); }n"); }
elseelse {  /* tra{  /* tražži sljedei sljedećći redak (kraljicu) */i redak (kraljicu) */

k++; x[k]=0;k++; x[k]=0;
}}

elseelse kk----; /* vra; /* vraćća u prethodni redak */a u prethodni redak */
}}
}}
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Igra kriIgra križžiićć -- krukružžiićć

�� Problem: zadana je tablica za igru kriProblem: zadana je tablica za igru križžiićć –– krukružžiićć na kojoj su vena kojoj su većć odigrani neki potezi. odigrani neki potezi. 
Treba utvrditi koji igraTreba utvrditi koji igračč ima strategiju koja vodi do pobjede, te koji potez je optimalanima strategiju koja vodi do pobjede, te koji potez je optimalan
potez igrapotez igračča koji je na redu a koji je na redu –– na koje polje treba staviti svoju oznaku da bi pobijedio na koje polje treba staviti svoju oznaku da bi pobijedio 
ako je to moguako je to mogućće ili odigrao nerijee ili odigrao neriješšeno ako je mogueno ako je moguććee

�� Neka je na potezu igraNeka je na potezu igračč ““xx””. Ako postoji na. Ako postoji naččin da on pobijedi, toj situaciji se dodijeli in da on pobijedi, toj situaciji se dodijeli 
oznaka 1. Ako ne mooznaka 1. Ako ne možže pobijediti, ali moe pobijediti, ali možže igrati nerijee igrati neriješšeno, situacija se oznaeno, situacija se označčava s 0, ava s 0, 
a ako gubi kako god igrao situacija se oznaa ako gubi kako god igrao situacija se označčava s ava s --11

�� slisliččno, ako je na potezu no, ako je na potezu ““oo””, situacija u kojoj on mo, situacija u kojoj on možže pobijediti se oznae pobijediti se označčava s ava s --1, kada 1, kada 
momožže igrati najvie igrati najvišše izjednae izjednaččeno s 0 i kada gubi s 1eno s 0 i kada gubi s 1

�� Primjer: zadana je ovakva situacija:Primjer: zadana je ovakva situacija:

�� Na potezu je kriNa potezu je križžiićć, ima tri polja na koja, ima tri polja na koja
momožže igratie igrati

xx xx

xx oo

oo oo
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Dobije se stablo situacija, lijevo dijete Dobije se stablo situacija, lijevo dijete 
trivijalno ima oznaku 1, jer je pobjeda za x. trivijalno ima oznaku 1, jer je pobjeda za x. 
Za ostalu djecu se joZa ostalu djecu se jošš ne znaju oznake, ali se ne znaju oznake, ali se 
zna da korijen ima oznaku 1, jer je x na zna da korijen ima oznaku 1, jer je x na 
potezu i mopotezu i možže pobijeditie pobijediti

Ako x ne odigra svoj pobjedniAko x ne odigra svoj pobjedniččki potez, moguki potez, mogućće su ove situacije:e su ove situacije:

Desno dijete je dobilo oznaku 0,Desno dijete je dobilo oznaku 0,
jer je na potezu o i ako on odigrajer je na potezu o i ako on odigra
prvi potez, rezultat je nerijeprvi potez, rezultat je neriješšen,en,
ako odigra drugi, pako odigra drugi, pobjeñuje xobjeñuje x

Srednje dijete Srednje dijete dobijadobija oznaku oznaku --1, 1, 
jer ovisno o tome jer ovisno o tome ššto igra o, x to igra o, x 
gubi ili igra nerijegubi ili igra neriješšeno  eno  
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�� Iz ovog je jasno da je oznaka svakog Iz ovog je jasno da je oznaka svakog ččvora u kojem je na potezu vora u kojem je na potezu ““oo”” jednaka minimumu jednaka minimumu 
svih oznaka djece tog svih oznaka djece tog ččvora i analogno ako je na potezu vora i analogno ako je na potezu ““xx”” oznaka oznaka ččvora je maksimum vora je maksimum 
svih oznaka djece svih oznaka djece ččvoravora

�� Dakle, algoritam rjeDakle, algoritam rješšavanja je: da bavanja je: da bi se odredilo tko u zadanoj situaciji pobjeñuje treba i se odredilo tko u zadanoj situaciji pobjeñuje treba 
konstruirati stablo svih situacija dostikonstruirati stablo svih situacija dostižžljivih iz zadane situacije; korijen stabla je zadana ljivih iz zadane situacije; korijen stabla je zadana 
situacija, a djeca svakog situacija, a djeca svakog ččvora su situacije do kojih se dolazi u jednom potezu iz tog vora su situacije do kojih se dolazi u jednom potezu iz tog ččvoravora

�� TeTežžina utvrñivanja pobjednika pada ina utvrñivanja pobjednika pada ššto je nivo to je nivo ččvora u stablu vevora u stablu veććii
�� Listovi stabla su trivijalne situacije Listovi stabla su trivijalne situacije –– zavrzavrššetak igreetak igre
�� Za utvrñivanje oznake u Za utvrñivanje oznake u ččvoru u kojem je na potezu voru u kojem je na potezu ““xx”” potrebno je napotrebno je naćći maksimum svih i maksimum svih 

oznaka djece tog oznaka djece tog ččvora; za vora; za odreñivanje oznake kad je na potezu odreñivanje oznake kad je na potezu ““oo”” potrebno je napotrebno je naćći i 
minimum svih oznaka djece tog minimum svih oznaka djece tog ččvoravora

�� Konstrukcija takvog stabla radi se rekurzivnim algoritmom, pseudKonstrukcija takvog stabla radi se rekurzivnim algoritmom, pseudoo--kod za rjekod za rješšavanje avanje 
problema je slijedeproblema je slijedeććii

�� ulazne varijable su: tablica ulazne varijable su: tablica –– djelomidjelomiččno popunjeno polje za igru i na_potezu no popunjeno polje za igru i na_potezu –– oznaka oznaka 
igraigračča koji je na potezu; izlazna varijabla je igrati a koji je na potezu; izlazna varijabla je igrati –– optimalan potez kojeg igraoptimalan potez kojeg igračč na potezu na potezu 
momožže odigrati i funkcija vrae odigrati i funkcija vraćća oznaku a oznaku ččvora u stablu koji odgovara tablici Tvora u stablu koji odgovara tablici T
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int int krizickrizic--kruzickruzic(tablica T, (tablica T, charchar na_potezu, potez *igrati) {na_potezu, potez *igrati) {
tablica dijete;tablica dijete;
potez potez ptempptemp;;
int vrijednost_djeteta, int vrijednost_djeteta, temptemp;;
ifif (T je list)                     /* plo(T je list)                     /* pločča je puna, funkcija pobjednik() vraa je puna, funkcija pobjednik() vraćća 1a 1 ako pobjeñuje x ako pobjeñuje x, */, */
returnreturn pobjednik(T);     /*  0 za nerijepobjednik(T);     /*  0 za neriješšeno, eno, --1 za pobjedu o */1 za pobjedu o */

elseelse {{
ifif (na_potezu == (na_potezu == ‘‘xx’’) ) 

vrijednost_djeteta = vrijednost_djeteta = --beskonabeskonaččno;no;
elseelse

vrijednost_djeteta = +beskonavrijednost_djeteta = +beskonaččno;no;
za svaki legalan potez za svaki legalan potez movemove u tablici T radi  {u tablici T radi  {

ifif (na_potezu == (na_potezu == ‘‘xx’’) { ) { 
dijete = T + na mjestu dijete = T + na mjestu movemove je stavljen je stavljen ‘‘xx’’;;
temptemp = = krizickrizic--kruzickruzic(dijete, (dijete, ‘‘oo’’, &, &ptempptemp););

ifif ((temptemp > vrijednost_djeteta) {> vrijednost_djeteta) {
vrijednost_djeteta = vrijednost_djeteta = temptemp;;
*igrati = *igrati = movemove;;

}  }}  }
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elseelse {{

dijete = T + na mjestu dijete = T + na mjestu movemove je stavljen je stavljen ‘‘oo’’;;
temptemp = = krizickrizic--kruzickruzic(dijete, (dijete, ‘‘xx’’, &, &ptempptemp););
ifif ((temptemp < vrijednost_djeteta) {< vrijednost_djeteta) {

vrijednost_djeteta = vrijednost_djeteta = temptemp;;
*igrati = *igrati = movemove;;

}  }}  }
}}

returnreturn vrijednost_djeteta;vrijednost_djeteta;
}}

�� Ako se ovaj algoritam pokrene na praznoj tablici dobije se da jeAko se ovaj algoritam pokrene na praznoj tablici dobije se da je oznaka korijena 0, oznaka korijena 0, tjtj. niti . niti 
jedan igrajedan igračč nema pobjedninema pobjedniččku strategiju (veku strategiju (većću u ššansu za pobjedu), nego igra zavransu za pobjedu), nego igra završšava ava 
nerijeneriješšeno ako oba igraeno ako oba igračča igraju pametno a igraju pametno 


