
RekurzijaRekurzija
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OsnovnaOsnovna idejaideja

�� RekurzijeRekurzije u matematici u matematici –– primjer su nizovi brojevaprimjer su nizovi brojeva
�� Zadana eksplicitna formula za izraZadana eksplicitna formula za izraččunavanje opunavanje opććeg eg ččlana nizalana niza

aann = 2= 2nn ;        a;        ann = (3= (3nn –– 1) / 21) / 2
�� Rekurzivno zadavanje: vrijednost nRekurzivno zadavanje: vrijednost n--tog dana preko prethodnih tog dana preko prethodnih ččlanova nizalanova niza

aakk = 2 * a= 2 * akk--11, k , k ≥≥ 2, a2, a11 = 2    ;   a= 2    ;   akk = 3 * a= 3 * akk--11 +1, +1, k k ≥≥ 2, a2, a11 = 1= 1
�� AritmetiAritmetiččki niz: a,d realni brojevi, d nije 0, aki niz: a,d realni brojevi, d nije 0, a11 = a, a= a, ann = a= ann--11 + d+ d
�� Geometrijski niz: a,q realni brojevi, q nije 0 i 1, aGeometrijski niz: a,q realni brojevi, q nije 0 i 1, a11 = a, a= a, ann = q * a= q * ann--11

�� RaRaččunanje elemenata niza: uporaba vrijednosti prethodnih elemenataunanje elemenata niza: uporaba vrijednosti prethodnih elemenata
�� Problem traProblem tražženja rjeenja rješšenja rekurzivne jednadenja rekurzivne jednadžžbe be –– eksplicitni izraz iz rekurzivnogeksplicitni izraz iz rekurzivnog
�� RekurzijaRekurzija se se ččesto koristi u raesto koristi u raččunarstvuunarstvu
�� ProceduraProcedura pozivapoziva samusamu sebesebe
�� Mora Mora postojatipostojati zavrzavrššetaketak
�� NekiNeki jezicijezici ((nprnpr. . stare verzije jezika stare verzije jezika FORTRANFORTRAN) ) nene podrpodržžavajuavaju rekurzijurekurziju..
�� RekurzivniRekurzivni programiprogrami susu krakraććii, , aliali izvoñenjeizvoñenje programaprograma jeje najnajččeeššćće e duljedulje..
�� KoristiKoristi se se strukturastruktura podatakapodataka stogstog zaza pohranjivanjepohranjivanje rezultatarezultata i i povratakpovratak iziz rekurzijerekurzije..
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�� Primjer: funkcija koja raPrimjer: funkcija koja raččuna sumu prvih n prirodnih brojeva:una sumu prvih n prirodnih brojeva:

int int ZbrojPrvihZbrojPrvih(int n){(int n){
ifif (n == 1) (n == 1) returnreturn 1;1;
returnreturn ZbrojPrvihZbrojPrvih(n (n -- 1) + n;1) + n;

}}

�� Za n = 5, suma je  1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15Za n = 5, suma je  1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15

�� Drugi primjer: funkcija rezervira mjesto za polje cijelih brojevDrugi primjer: funkcija rezervira mjesto za polje cijelih brojeva i poziva samu sebea i poziva samu sebe
voidvoid f (int i) {f (int i) {

int v[10000];int v[10000];
printfprintf("%d ",i);("%d ",i);
f (i+1);f (i+1);
returnreturn;;

}}

�� IzvrIzvrššava se dok ne popuni dopuava se dok ne popuni dopuššteni memorijski prostor za stog teni memorijski prostor za stog 
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ElementarnaElementarna rekurzijarekurzija i i stogstog

void f(int i){

f’’

f(i+1);

int v;

return;

}

void f(int i){

f’’’

f(i+1);

int v;

return;

}

void f(int i){

f(i+1);

int v;

return;

}

f’

...

...

f(1);

STOG

void f(int i){

f

f(i+1);

int v;

return;

}
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IzraIzraččunavanjeunavanje faktorijelafaktorijela

�� JedanJedan odod jednostavnihjednostavnih rekurzivnihrekurzivnih algoritamaalgoritama jest jest izraizraččunavanjeunavanje n!n! zaza n >= n >= 00..
00! = ! = 11

11! = ! = 11

n! = n* (nn! = n* (n--1)!1)!

intint fakt(intfakt(int n){n){

if (n <= 1) {if (n <= 1) {

return 1;return 1;

} else {} else {

return n * fakt(nreturn n * fakt(n--1);1);

}}

}}

PrimjerPrimjer: 4!: 4!
k = k = faktfakt (4);(4);

= 4 * = 4 * faktfakt (3);(3);

= 3 * = 3 * faktfakt (2);(2);

= 2 * = 2 * faktfakt (1);(1);

= 1 = 1 
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IzraIzraččunavanjeunavanje ffaktorijelaaktorijela

...

...

i=fakt(3);

STOG (n)
3

int fakt(int n){

fakt

return 1;

if (n <= 1) {

} else {

return n*fakt(n-1);

}

}

int fakt(int n){

fakt’

return 1;

if (n <= 1) {

} else {

return n*fakt(n-1);

}

}

int fakt(int n){

fakt’’

return 1;

if (n <= 1) {

} else {

return n*fakt(n-1);

}

}

3

2

3

2

1

1
6

2
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FibonaccijeviFibonaccijevi brojevibrojevi

�� U 13 stoljeU 13 stoljećću u LeonardoLeonardo FibonacciFibonacci iz iz PisePise se bavio problemom razmnose bavio problemom razmnožžavanja zeavanja zeččevaeva
�� Problem: svaki par zeProblem: svaki par zeččeva starih bar 2 mjeseca dobiju par zeeva starih bar 2 mjeseca dobiju par zeččiićća svaki mjesec, pri a svaki mjesec, pri ččemu emu 

je jedno dijete muje jedno dijete mužžjak, drugo jak, drugo žženka. Koliko enka. Koliko ćće biti zee biti zeččeva nakon n mjeseci od jednog eva nakon n mjeseci od jednog 
para roditelja ?para roditelja ?

�� Odgovor:  broj zeOdgovor:  broj zeččeva se poveeva se poveććava prema ovom nizu ava prema ovom nizu 1,1, 1,1, 2,2, 3,3, 5,5, 8,8, 13,13, 21,21, 34,... 34,... 
�� FF00=F=F

11==11

FFnn=F=F
nn--22+F+F

nn--11 ; ; n n >> 11

intint F(intF(int n) {n) {

if (n <= if (n <= 11) ) 

return 1;return 1;

elseelse

return F(nreturn F(n--2) + F(n2) + F(n--1);1);

}}

�� Program Program jeje vrlovrlo kratakkratak i i potpunopotpuno odgovaraodgovara matematimatematiččkojkoj definicijidefiniciji. . EfikasnostEfikasnost jeje vrlovrlo
niskaniska..
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FibonaccijeviFibonaccijevi brojevibrojevi

�� F(0) se F(0) se izraizraččunavaunava 5 5 putaputa
�� F(1) se F(1) se izraizraččunavaunava 8 8 putaputa
�� F(2) se F(2) se izraizraččunavaunava 5 5 putaputa
�� F(3) se F(3) se izraizraččunavaunava 3 3 putaputa
�� F(4) se F(4) se izraizraččunavaunava 2 2 putaputa
�� F(5) se F(5) se izraizraččunavaunava 1 1 putaputa
�� F(6) se F(6) se izraizraččunavaunava 1 1 putaputa
�� UkupnoUkupno izraizraččunavanjaunavanja: 25: 25

F(6) 

F(4) F(5) 

F(2) F(3) 

F(0) F(1) F(1) F(2) 

F(0) F(1) 

F(3) 

F(1) F(2) 

F(0) F(1) 

F(4) 

F(3) 

F(1) F(2) 

F(0) F(1) 

1 1 1 

1 1 

1 

1 1 

1 1 

2 

2 2 

2 

3 

3 3 

5 

5 

13 

8 

 2 4 

5 6 

10 

12 
18 

19 20 

21 

13 7 

3 

22 

14 8 

9 

23 

25 

24 

1 

1 

11 

F(2) 

F(1) 

1 

2 

16 

17 

1 

F(0) 

15 
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NNalaalažženjeenje nnajveajveććee zajednizajedniččkkee mjermjeree

�� JedanJedan odod najstarijihnajstarijih i najpoznatijih i najpoznatijih algoritamaalgoritama jeje EuklidovEuklidov postupakpostupak zaza pronalapronalažženjeenje
najvenajveććee zajednizajedniččkeke mjeremjere ((nzmnzm) ) dvadva prirodna (prirodna (nenegativnanenegativna)) cijelacijela brojabroja::

1.1. Ako je a < b zamijeni a i bAko je a < b zamijeni a i b

2.2. r = a % b (a r = a % b (a modmod b, ostatak dijeljenja a s b)   b, ostatak dijeljenja a s b)   

3.3. a = b i b = ra = b i b = r

4.4. Ako je r razliAko je r različčit od 0 idi na 2it od 0 idi na 2

5.5. Vrati aVrati a

�� PrimjerPrimjer::
nzm(22,8) = nzm(8,6) = nzm(6,2) = nzm(2,0) = 2nzm(22,8) = nzm(8,6) = nzm(6,2) = nzm(2,0) = 2

nzm(21,13)=nzm(13,8)=nzm(8,5)=nzm(5,3)=nzm(3,2)=nzm(2,1)=nzm(1,0nzm(21,13)=nzm(13,8)=nzm(8,5)=nzm(5,3)=nzm(3,2)=nzm(2,1)=nzm(1,0) = ) = 

11

�� RekurzivnaRekurzivna funkcijafunkcija::

intint nzmnzm ((intint a, a, intint b) {b) {

if(bif(b == 0) return a;== 0) return a;

return return nzmnzm (b, a % b);(b, a % b);

}}
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TraTražženjeenje ččlanalana poljapolja

�� RekurzivniRekurzivni postupakpostupak zaza tratražženjeenje indeksaindeksa prvogprvog ččlanalana jednodimenzionalnogjednodimenzionalnog poljapolja odod nn

ččlanovalanova kojikoji imaima vrijednostvrijednost xx. . AkoAko takvogatakvoga nemanema, , rezultatrezultat jeje --1.1.
intint trazitrazi (tip A[], tip x, (tip A[], tip x, intint n, n, intint i) {i) {

if(iif(i >= n) return >= n) return --1;1;

if(A[iif(A[i] == x) return i;] == x) return i;

return return trazitrazi (A, x, n, i+1);(A, x, n, i+1);

}}

�� PretraPretražživanjeivanje popoččinjeinje pozivompozivom funkcijefunkcije trazi(Atrazi(A, x, n, 0), x, n, 0)..

�� PretraPretražživanjeivanje jeje brbržžee akoako se se prethodnoprethodno u u poljepolje proprošširenoireno zaza jedanjedan ččlanlan stavistavi tzvtzv. . 
ograniograniččivaivačč A[nA[n] = x;] = x;

intint trazi1 (tip A[], tip x, trazi1 (tip A[], tip x, intint i){i){

if(A[iif(A[i] == x)] == x) return i;return i;

return trazi1 (A, x, i+1)return trazi1 (A, x, i+1)

}}

�� PozivPoziv: : tip i; tip i; A[nA[n] = x; ] = x; ifif ((i = trazi1 (A, x, 0)) == n) ((i = trazi1 (A, x, 0)) == n) ......

�� Primjer:Primjer: A=[1,2,3,4,5] ,            x=3 ;  x=A=[1,2,3,4,5] ,            x=3 ;  x=7   7   

i=0,1,2 vrai=0,1,2 vraćća 2 ;a 2 ; i=0,1,2,3,4 vrai=0,1,2,3,4 vraćća a --11

A=[1,2,3,4,5,7]       A=[1,2,3,4,5,7]       i=0,1,2 vrai=0,1,2 vraćća 2 ;a 2 ; i=0,1,2,3,4i=0,1,2,3,4,5,5 vravraććaa 55
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TraTražženjeenje najvenajveććegeg ččlanalana poljapolja

�� OdreñivanjeOdreñivanje indeksaindeksa najvenajveććegeg ččlanalana u u poljupolju odod n n ččlanovalanova
intint maxclanmaxclan ((intint A[], A[], intint i, i, intint n) {n) {

intint imaximax;;

if (i >= nif (i >= n--1) return n1) return n--1;1;

imaximax = = maxclanmaxclan (A, i + 1, n);(A, i + 1, n);

if (if (A[iA[i] > ] > A[imaxA[imax]) return i;]) return i;

return return imaximax;};}

�� Primjer:Primjer: A=[2,5,9,1,3]A=[2,5,9,1,3]

i = 0, 1, 2, 3, 4i = 0, 1, 2, 3, 4

imaximax = 2= 2

22

22

44

44
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NijeNije zadovoljenzadovoljen principprincip strukturiranogstrukturiranog programiranjaprogramiranja dada iziz nekognekog modulamodula vodivodi samosamo
jedanjedan izlazizlaz. Strukturirana verzija koda je:. Strukturirana verzija koda je:

int maxclan1 (int A[], int i, int n) {int maxclan1 (int A[], int i, int n) {

int int imaximax, , retret;;

ifif (i >= n(i >= n--1) {1) {

retret = n= n--1;1;

} } elseelse {{

imaximax = maxclan1 (A, i + 1, n);= maxclan1 (A, i + 1, n);

ifif (A[i] > A[(A[i] > A[imaximax]) ]) retret = i;= i;

elseelse retret = = imaximax;};}

returnreturn retret;};}
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KarakteristikeKarakteristike rekurzijerekurzije

�� OsnovniOsnovni slusluččajeviajevi:: uvijekuvijek morajumoraju postojatipostojati osnovniosnovni slusluččajeviajevi kojikoji se se rjerješšavajuavaju bezbez
rekurzijerekurzije

�� NapredovanjeNapredovanje:: ZaZa slusluččajeveajeve kojikoji se se rjerješšavajuavaju rekurzivnorekurzivno, , svakisvaki sljedesljedeććii rekurzivnirekurzivni
pozivpoziv moramora bitibiti priblipribližžavanjeavanje osnovnimosnovnim slusluččajevimaajevima..

�� PraviloPravilo projektiranjaprojektiranja:: PodrazumijevaPodrazumijeva se se dada svakisvaki rekurzivnirekurzivni pozivpoziv funkcionirafunkcionira..
�� PraviloPravilo nene ponavljanjaponavljanja:: NeNe valjavalja dopustitidopustiti dada se se istiisti problem problem rjerješšavaava odvojenimodvojenim

rekurzivnimrekurzivnim pozivimapozivima. (To . (To rezultirarezultira umnaumnažžanjemanjem poslaposla, , vidividi nprnpr. . FibonaccijeviFibonaccijevi
brojevibrojevi).).

�� PrimjerPrimjer zaza pogrepogrešškuku

intint loslos ((intint n) {n) {

if (n == 0) return 0;if (n == 0) return 0;

return return loslos (n / 3 + 1) + n (n / 3 + 1) + n -- 1;1;

}}

�� PogrePogrešškaka jest u tome jest u tome šštoto zaza vrijednostvrijednost n = 1n = 1 rekurzivnirekurzivni pozivpoziv jeje opetopet s s argumentomargumentom 11, , 
znaznačči ni nemaema napredovanjanapredovanja premaprema osnovnomosnovnom slusluččajuaju. Program . Program meñutimmeñutim nene radiradi nitiniti zaza
drugedruge vrijednostivrijednosti argumentaargumenta. . NprNpr. . zaza n = 4, n = 4, rekurzivnorekurzivno se se pozivapoziva loslos s s argumentomargumentom
4/3 +1 = 24/3 +1 = 2, , zatimzatim 2/3 +1 = 1 2/3 +1 = 1 i i daljedalje stalnostalno 1/3 +1 = 1.1/3 +1 = 1.
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UklanjanjeUklanjanje rekurzijerekurzije

�� PrednostiPrednosti rekurzijerekurzije::
�� konciznijikoncizniji opisopis algoritmaalgoritma
�� laklakššee jeje dokazatidokazati korektnostkorektnost

�� NedostatciNedostatci::
�� uveuveććanoano vrijemevrijeme izvoñenjaizvoñenja (naj(najččeeššćće)e)
�� nekineki jezicijezici nene podrpodržžavajuavaju rekurzijurekurziju

�� FormalnaFormalna pravilapravila zaza uklanjanjeuklanjanje rekurzijerekurzije::
1. Na 1. Na popoččetkuetku funkcijefunkcije umetneumetne se se deklaracijadeklaracija stogastoga, , inicijalnoinicijalno praznogpraznog. . StogStog sluslužžii zaza

pohranupohranu svihsvih podatakapodataka vezanihvezanih uzuz rekurzivnirekurzivni pozivpoziv: : argumenataargumenata, , vrijednostivrijednosti funkcijefunkcije, , 
povratnepovratne adreseadrese

2. 2. PrvaPrva izvrizvrššnana naredbanaredba dobijedobije oznakuoznaku L1L1..

�� SvakiSvaki rekurzivnirekurzivni pozivpoziv zamijenjenzamijenjen jeje naredbamanaredbama kojekoje obavljajuobavljaju sljedesljedeććee::
3. 3. PohraniPohrani nana stogstog vrijednostivrijednosti svihsvih argumenataargumenata i i lokalnihlokalnih varijablivarijabli. . 
4. 4. KreirajKreiraj ii--tutu novunovu oznakuoznaku naredbenaredbe LiLi i i pohranipohrani i i nana stogstog. . VrijednostVrijednost ii ććee se se koristitikoristiti zaza

izraizraččunun povratnepovratne adreseadrese. U . U pravilupravilu 7. 7. jeje opisanoopisano gdjegdje se u se u programuprogramu smjesmješštata tata oznakaoznaka..
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5. 5. IzraIzraččunajunaj vrijednostivrijednosti argumenataargumenata ovogovog pozivapoziva i i pridrupridružžii ihih odgovarajuodgovarajuććimim formalnimformalnim
argumentimaargumentima..

6. 6. UmetniUmetni bezuvjetnibezuvjetni skokskok nana popoččetaketak funkcijefunkcije..
7. 7. OznakuOznaku kreiranukreiranu u u totoččkiki 4. 4. pridrupridružžii naredbinaredbi kojakoja uzimauzima vrijednostvrijednost funkcijefunkcije s s vrhavrha stogastoga. . 

DodajDodaj programskiprogramski kkoodd kojikoji tutu vrijednostvrijednost koristikoristi nana nanaččinin opisanopisan rekurzijomrekurzijom..
�� OvimeOvime susu uklonjeniuklonjeni svisvi rekurzivnirekurzivni pozivipozivi. . UmjestoUmjesto svakesvake naredbenaredbe return return dolazidolazi::
8. 8. AkoAko jeje stogstog prazanprazan, , obaviobavi normalnunormalnu naredbunaredbu returnreturn..

9. 9. InaInaččee, , uzmiuzmi vrijednostivrijednosti svihsvih izlaznihizlaznih argumenataargumenata i i stavistavi ihih nana vrhvrh stogastoga..
10. 10. OdstraniOdstrani sasa stogastoga povratnupovratnu adresuadresu akoako jeje bilabila stavljenastavljena, i , i pohranipohrani jeje u u nekuneku

varijabluvarijablu..
11. 11. UzmiUzmi sasa stogastoga vrijednostivrijednosti zaza svesve lokalnelokalne varijablevarijable i i argumenteargumente..
12. 12. UmetniUmetni naredbenaredbe zaza izraizraččunun izrazaizraza kojikoji slijedislijedi neposrednoneposredno izaiza naredbenaredbe returnreturn i i pohranipohrani

rezultatrezultat nana stogstog..
13. 13. IdiIdi nana naredbunaredbu s s oznakomoznakom povratnepovratne adreseadrese..

�� PrimjerPrimjer: : UklanjanjeUklanjanje rekurzijerekurzije iziz strukturiranogstrukturiranog programaprograma zaza tratražženjeenje indeksaindeksa najvenajveććegeg
ččlanalana u u poljupolju
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�� pripri tom tom jeje popoččetni kod etni kod promijenjenpromijenjen uu::

if (i < nif (i < n--1) { 1) { 
imaximax = = maxclanmaxclan (A, i + 1, n);(A, i + 1, n);
if (if (A[iA[i] > ] > A[imaxA[imax]) ]) 

return i;return i;
elseelse
return return imaximax;;

} else {} else {
return nreturn n--1;1;

}}

intint maxclan2 (maxclan2 (intint A[], A[], intint i, i, intint n) {n) {
intint imaximax, k, , k, adresaadresa, , vrhvrh, *, *stogstog;;

vrhvrh = = --1;1; ////PraviloPravilo 11
stogstog = (= (intint *) *) mallocmalloc (2 * n * (2 * n * sizeof(intsizeof(int));));

L1:L1: ////PraviloPravilo 22
if (i < nif (i < n--1) { 1) { 
vrhvrh++; ++; stog[vrhstog[vrh] = i;    ] = i;    ////PraviloPravilo 33
vrhvrh++; ++; stog[vrhstog[vrh] = 2;  ] = 2;  ////PraviloPravilo 44
i++; i++; ////PraviloPravilo 55
gotogoto L1;  L1;  ////PraviloPravilo 66
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L2:L2:
////PraviloPravilo 77

imaximax = = stog[vrhstog[vrh]; ]; vrhvrh----;;
if (if (A[iA[i] > ] > A[imaxA[imax]) { ]) { 
k = i;k = i;

} else {} else {
k = k = imaximax;;

}}
} else {} else {
k = nk = n--1;1;

}}

if (if (vrhvrh == == --1) { 1) { ////PraviloPravilo 88
free (free (stogstog););
return k;return k;

} else {} else { ////PraviloPravilo 9 9 
adresaadresa = = stog[vrhstog[vrh]; ]; vrhvrh----;; ////PraviloPravilo 1010
i = i = stog[vrhstog[vrh]; ]; vrhvrh----;; ////PraviloPravilo 1111
vrhvrh++; ++; stog[vrhstog[vrh] = k;] = k; ////PraviloPravilo 1212
if (if (adresaadresa == 2) == 2) gotogoto L2;L2; ////PraviloPravilo 1313

}}
}}
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�� Uklanjanje Uklanjanje rekurzijerekurzije je moguje mogućće obaviti i na jednostavniji nae obaviti i na jednostavniji naččin, poznavanjem i in, poznavanjem i 
razumijevanjem rada rekurzivne funkcijerazumijevanjem rada rekurzivne funkcije

�� Jednostavno je smisliti algoritam i napraviti kod koji isti probJednostavno je smisliti algoritam i napraviti kod koji isti problem rjelem rješšava iterativnim ava iterativnim 
postupkom:postupkom:

intint maxclan3 (maxclan3 (intint A[], A[], intint n) {n) {
intint i, i, imaximax;;
i = ni = n--1;1;
imaximax = n= n--1;1; // zadnji je najve// zadnji je najveććii
while (i > 0) {while (i > 0) {

ii----;;
if (if (A[iA[i] > ] > A[imaxA[imax]) ]) imaximax = i;= i; }}

return return imaximax;;
}}

intint maxclan4 (maxclan4 (intint A[], A[], intint n) {n) {
intint i, i, imaximax = 0;= 0; // // prviprvi jeje najvenajveććii
for (i = 1; i < n; i++)for (i = 1; i < n; i++)

if (if (A[iA[i] > ] > A[imaxA[imax])])
imaximax = i;= i;

return return imaximax;;
}}



ANALIZA SLOANALIZA SLOŽŽENOSTI ENOSTI 
ALGORITAMAALGORITAMA
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Pojam algoritmaPojam algoritma

�� Algoritam je striktno definirani postupak koji daje rjeAlgoritam je striktno definirani postupak koji daje rješšenje nekog problemaenje nekog problema
�� Nastao u matematici, danas se Nastao u matematici, danas se ččesto koristi u raesto koristi u raččunarstvuunarstvu
�� D. E. D. E. KnuthKnuth je naveo 5 svojstava koje algoritam mora zadovoljavati:je naveo 5 svojstava koje algoritam mora zadovoljavati:

1) kona1) konaččnost nost –– mora zavrmora završšiti nakon konaiti nakon konaččnog broja koraka; algoritam mora biti opisan nog broja koraka; algoritam mora biti opisan 
pomopomoćću konau konaččnog broja operacija od kojih svaka mora biti konanog broja operacija od kojih svaka mora biti konaččne duljinene duljine

2) 2) definitnostdefinitnost –– svaki korak algoritma mora sadrsvaki korak algoritma mora sadržžavati nedvosmislene, rigorozno definirane avati nedvosmislene, rigorozno definirane 
operacijeoperacije

3) ulaz 3) ulaz –– mora imati 0 ili vimora imati 0 ili višše ulazae ulaza
4) izlaz 4) izlaz –– mora imati 1 ili vimora imati 1 ili višše izlazae izlaza
5) efektivnost 5) efektivnost –– mora biti takav da se momora biti takav da se možže izvesti samo uz pomoe izvesti samo uz pomoćć olovke i papira u olovke i papira u 
konakonaččno vrijemeno vrijeme

�� Algoritam je postupak za rjeAlgoritam je postupak za rješšavanje masovnog problemaavanje masovnog problema
�� Masovni problem je opMasovni problem je opććenito pitanje na koje je potrebno naenito pitanje na koje je potrebno naćći odgovor, a koje ima i odgovor, a koje ima 

parametre koji kod zadavanja problema ostaju neodreñeniparametre koji kod zadavanja problema ostaju neodreñeni
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�� Pri definiciji masovnog problema potrebno je zadatiPri definiciji masovnog problema potrebno je zadati
1) generalni opis svih parametara1) generalni opis svih parametara
2) ograni2) ograniččenja koja rjeenja koja rješšenje masovnog problema mora zadovoljavatienje masovnog problema mora zadovoljavati

�� Specificiranjem svih parametara masovnog problema dobiva se instSpecificiranjem svih parametara masovnog problema dobiva se instanca problemaanca problema
�� Algoritam rjeAlgoritam rješšava masovni problem ako daje rjeava masovni problem ako daje rješšenje za svaku pojedinu instancu enje za svaku pojedinu instancu 

problemaproblema
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SloSložženost algoritamaenost algoritama

�� Za rjeZa rješšavanje istog problema se mogu naavanje istog problema se mogu naćći razlii različčiti algoritmiiti algoritmi
�� Pitanje: koji koristiti ?Pitanje: koji koristiti ?
�� Potrebno je odrediti mjeru kakvoPotrebno je odrediti mjeru kakvoćće algoritama da bi se pri izboru algoritma moglo e algoritama da bi se pri izboru algoritma moglo 

odrediti koji je boljiodrediti koji je bolji
�� Mjeri se koliMjeri se količčina resursa koje algoritam treba da bi rijeina resursa koje algoritam treba da bi riješšio problemio problem
�� Dvije mjere koje se najDvije mjere koje se najččeeššćće koriste su e koriste su vrijeme vrijeme potrebno za izvrpotrebno za izvrššenje algoritma i enje algoritma i 
prostorprostor potreban za pohranjivanje ulaznih podataka potreban za pohranjivanje ulaznih podataka, m, meñurezultata i izlaznih rezultataeñurezultata i izlaznih rezultata

�� Vremenska i prostorna sloVremenska i prostorna složženost algoritmaenost algoritma
�� Mi Mi ććemo se pozabaviti samo vremenskom sloemo se pozabaviti samo vremenskom složženoenoššćću algoritama (u algoritama (ččeeššćće se koristi u e se koristi u 

ocjenjivanju kakvoocjenjivanju kakvoćće algoritma)e algoritma)
�� Prvi problem kod odreñivanja vremenske sloPrvi problem kod odreñivanja vremenske složženosti algoritma je pronalaenosti algoritma je pronalažženje mjere koja enje mjere koja 

ne ovisi o brzini rane ovisi o brzini raččunala na kojem se algoritam izvodi, veunala na kojem se algoritam izvodi, većć samo o samom algoritmusamo o samom algoritmu
�� Zato se vremenska sloZato se vremenska složženost algoritma ne izraenost algoritma ne izražžava vremenom potrebnim da algoritam ava vremenom potrebnim da algoritam 

izraizraččuna rezultat, veuna rezultat, većć brojem elementarnih operacija koje algoritam mora izvesti u brojem elementarnih operacija koje algoritam mora izvesti u 
izraizraččunuunu
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�� SvrhaSvrha: : predviñanjepredviñanje vremenavremena izraizraččunauna i i pronalapronalažženjeenje efikasnijihefikasnijih algoritamaalgoritama
�� PretpostavkePretpostavke:: fiksnofiksno vrijemevrijeme dohvatadohvata sadrsadržžajaaja memorijskememorijske lokacijelokacije, , vrijemevrijeme obavljanjaobavljanja

elementarnih elementarnih operacijaoperacija ((aritmetiaritmetiččkeke, , logilogiččkeke, , pridrupridružživanjeivanje, , pozivpoziv funkcijefunkcije) ) jeje ograniograniččenoeno
nekomnekom konstantomkonstantom kaokao gornjomgornjom granicomgranicom

�� Broj operacija koje algoritam izvodi ovisi o veliBroj operacija koje algoritam izvodi ovisi o veliččini ulazaini ulaza
�� Instance problema razliInstance problema različčitih dimenzija zahtijevaju razliitih dimenzija zahtijevaju različčiti broj operacijaiti broj operacija
�� No sloNo složženost algoritma nije funkcija samo velienost algoritma nije funkcija samo veliččine ulaza, mogu postojati razliine ulaza, mogu postojati različčite instance ite instance 

iste duljine ulaza, ali razliiste duljine ulaza, ali različčitih sloitih složženosti (razlienosti (različčite vrijednosti ulaza)ite vrijednosti ulaza)
�� IzborIzbor skupovaskupova podatakapodataka zaza iscrpnoiscrpno testiranjetestiranje algoritmaalgoritma::

�� NajboljNajbolji slui sluččajaj
�� NajNajgori slugori sluččaj: najaj: najččeeššćće se koristi ova ocjenae se koristi ova ocjena
�� PProsjerosječčanan slusluččaj: matematiaj: matematiččko oko oččekivanje ,ekivanje ,najispravnijinajispravniji pristup, ali najslopristup, ali najsložženija analizaenija analiza

�� ToToččan raan raččun sloun složženosti se ne isplati, traenosti se ne isplati, tražži se aproksimativna jednostavna funkcija koja i se aproksimativna jednostavna funkcija koja 
opisuje kako se sloopisuje kako se složženost algoritma mijenja s velienost algoritma mijenja s veliččinom ulazainom ulaza

�� A prioriA priori analizaanaliza dajedaje trajanjetrajanje izvoizvoñenjañenja algoritma kao vrijednost algoritma kao vrijednost funkcijefunkcije nekihnekih relevantnihrelevantnih
argumenataargumenata. . 

�� A A posterioriposteriori analizaanaliza jeje statistikastatistika dobivenadobivena mjerenjemmjerenjem nana raraččunaluunalu. . 
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AnalizaAnaliza a prioria priori
�� A prioriA priori: : procjenaprocjena vremenavremena izvoñenjaizvoñenja, , nezavisnonezavisno odod raraččunalaunala, , programskogprogramskog jezikajezika, , 

prevoditeljaprevoditelja ((compilercompiler))
�� Ako se promatra algoritam koji sortira niz brojeva, tada se njegAko se promatra algoritam koji sortira niz brojeva, tada se njegovo vrijeme izvrovo vrijeme izvrššavanja avanja 

izraizražžava u obliku T(n) gdje je n duljina nizaava u obliku T(n) gdje je n duljina niza
�� Ako se promatra algoritam za invertiranje matrice, tada se vrijeAko se promatra algoritam za invertiranje matrice, tada se vrijeme izvrme izvrššavanja izraavanja izražžava kao ava kao 

T(n) gdje je n red matriceT(n) gdje je n red matrice

�� PrimjeriPrimjeri::
a)a) x += y;x += y; 11

b)b) for(ifor(i = 1; i <= n; i++) {= 1; i <= n; i++) { nn

x += y;x += y;

}}

c)c) for(ifor(i = 1; i <= n; i++) {= 1; i <= n; i++) { nn22

for(jfor(j = 1; j <= n; j++) {= 1; j <= n; j++) {

x += y;x += y;

}}

}}
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Funkcija sloFunkcija složženosti algoritmaenosti algoritma

�� Uvodi se notacija koja jednostavno opisuje brzinu rasta sloUvodi se notacija koja jednostavno opisuje brzinu rasta složženosti algoritmaenosti algoritma
�� AsimptotskaAsimptotska ocjena rasta funkcije: pri izraocjena rasta funkcije: pri izraččunavanju slounavanju složženosti aproksimacija se vrenosti aproksimacija se vršši i 

tako da aproksimativna funkcija koja je jednostavnija od same futako da aproksimativna funkcija koja je jednostavnija od same funkcije slonkcije složženosti, enosti, 
dobro dobro asimptotskiasimptotski opisuje rast funkcije sloopisuje rast funkcije složženostienosti

�� Za male n aproksimacija ne mora vrijediti (ali to je nebitno)Za male n aproksimacija ne mora vrijediti (ali to je nebitno)
�� Nas ovdje ne zanima stvarni iznos funkcije sloNas ovdje ne zanima stvarni iznos funkcije složženosti, veenosti, većć samo koliko brzo ta funkcija samo koliko brzo ta funkcija 

raste, zanima nas njen red veliraste, zanima nas njen red veliččineine
�� Primjer: vrijeme izvrPrimjer: vrijeme izvrššavanja avanja GaussovogGaussovog algoritma za invertiranje matrice je algoritma za invertiranje matrice je 

proporcionalno s nproporcionalno s n33, , ššto znato značči da ako se red matrice udvostrui da ako se red matrice udvostručči, invertiranje moi, invertiranje možže trajati e trajati 
do 8 puta duljedo 8 puta dulje
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OO--notacijanotacija

�� f(nf(n) =) = O(g(nO(g(n)))), , akoako i i samosamo akoako postojepostoje dvijedvije pozitivnepozitivne konstantekonstante cc i i nn00 takvetakve dada vrijedivrijedi ||f(nf(n))|| ≤≤

cc||g(ng(n))|| zaza svesve nn≥≥ nn00 .. TraTražžii se se najmanjinajmanji g(ng(n)) zaza kojikoji to to vrijedivrijedi..
�� Ovo znaOvo značči da funkcija i da funkcija ff ne raste brne raste bržže od funkcije e od funkcije gg

�� AkoAko jeje brojbroj izvoñenjaizvoñenja operacijaoperacija nekognekog algoritmaalgoritma ovisanovisan o o nekomnekom ulaznomulaznom argumentuargumentu nn

oblikaoblika polinomapolinoma mm--tog tog stupnjastupnja, , ondaonda jeje vrijemevrijeme izvoñenjaizvoñenja zaza tajtaj algoritamalgoritam O(nO(nmm))..
�� DokazDokaz::
AkoAko jeje vrijemevrijeme izvoñenjaizvoñenja odreñenoodreñeno polinomompolinomom::
A(nA(n) = ) = aammnnmm + ... + a+ ... + a

11n + an + a
00

ondaonda vrijedivrijedi::
||A(nA(n))|| ≤≤ ||aamm|| nnmm + ... ++ ... +||aa11||n +n +||aa00||

||A(nA(n))|| ≤≤ ((||aamm|| + + ||aamm--11||// n + ... +n + ... +||aa11|| /n/nmm--11++||aa00||// nnmm)) nnmm

||A(nA(n))|| ≤≤ ((||aamm|| + ... ++ ... +||aa11|| ++||aa00||)) nnm m ,  ,  zaza svakisvaki nn≥≥11

UzUz ::
cc = = ||aamm|| + ... ++ ... +||aa11|| ++||aa00|| ii nn00 = 1= 1

tvrdnjatvrdnja jeje dokazanadokazana..
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�� MoMožžee se se kaokao cc koristitikoristiti bilobilo kojakoja konstantakonstanta veveććaa odod ||aamm|| akoako jeje nn dovoljnodovoljno velikvelik::
�� AkoAko nekineki algoritamalgoritam imaima kk odsjeodsječčakaaka ččijaija vremenavremena susu::
cc11nnm1m1, c, c

22nnm2m2,...,,...,cckknn
mkmk

ondaonda jeje ukupnoukupno vrijemevrijeme
cc11nnm1 m1 + c+ c

22nnm2  m2  +... + +... + cckknn
mkmk

�� ZnaZnaččii dada jeje zaza tajtaj algoritamalgoritam vrijemevrijeme izvoñenjaizvoñenja jednakojednako O(nO(nmm)), , gdjegdje jeje
m = m = max{mmax{m

ii}, i =}, i =11,...,k,...,k

Korisno:

1) Ako je a < b onda je na raste sporije od nb

2) Za svaka 2 broja a,b iz skupa cijelih brojeva različita od 1 vrijedi da loga n raste jednako brzo kao 

logb n (zato se često baza zanemari i pise se lg n – logaritam po proizvoljnoj bazi)

3) na raste sporije od na * lg n raste sporije od na+1 ; iz ovoga slijedi da logaritmi asimptotski rastu 

sporije od linearne funkcije 

4) a,b cijeli brojevi različiti od 1, za a < b vrijedi da na raste sporije od bn ; iz ovoga slijedi da 

eksponencijalna funkcija raste brže od bilo koje polinomne funkcije

5) a,b cijeli brojevi različiti od 1, za a < b vrijedi da an raste sporije od bn
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�� Dakle, zDakle, za a dovoljnodovoljno velikiveliki nn vrijedivrijedi::
O(1) < O(1) < O(logO(log n) < n) < O(nO(n) < ) < O(nlogO(nlog n) < O(nn) < O(n22) < O(n) < O(n33)< ... < O(2)< ... < O(2nn))

�� O(1)O(1) znaznaččii dada jeje vrijemevrijeme izvoñenjaizvoñenja ograniograniččenoeno konstantomkonstantom..
�� OstaleOstale vrijednostivrijednosti, , osimosim zadnjezadnje, , predstavljajupredstavljaju polinomnapolinomna vremenavremena izvoñenjaizvoñenja

algoritmaalgoritma. . SvakoSvako sljedesljedeććee vrijemevrijeme izvoñenjaizvoñenja jeje veveććee zaza red red veliveliččineine..
�� ZadnjiZadnji izrazizraz predstavljapredstavlja eksponencijalnoeksponencijalno vrijemevrijeme izvoñenjaizvoñenja. . NeNe postojipostoji polinompolinom kojikoji

bi bi gaga mogaomogao ograniograniččitiiti jerjer zaza dovoljnodovoljno velikiveliki nn ova ova funkcijafunkcija premapremaššujeuje bilobilo kojikoji
polinompolinom..

�� AlgoritmiAlgoritmi kojikoji zahtijevajuzahtijevaju eksponencijalnoeksponencijalno vrijemevrijeme mogumogu bitibiti nerjenerješšiviivi u u razumnomrazumnom
vremenuvremenu, , bezbez obziraobzira nana brzinubrzinu slijednogslijednog raraččunalaunala..
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�� DonjaDonja granicagranica zaza vrijemevrijeme izvoñenjaizvoñenja algoritmaalgoritma f(nf(n) =) =ΩΩ((g(ng(n)))), , akoako i i samosamo akoako postojepostoje dvijedvije
pozitivnepozitivne konstantekonstante cc i i nn00 takvetakve dada vrijedivrijedi ||f(nf(n))|| ≥≥ c c ||g(ng(n))|| zaza svesve nn >> nn0. 0. TraTražžii se se najvenajveććii g(ng(n)) zaza
kojikoji to to vrijedivrijedi.. Funkcija f ne raste sporije od funkcije g.Funkcija f ne raste sporije od funkcije g.

�� UkolikoUkoliko susu gornjagornja i i donjadonja granicagranica jednakejednake ((O = O = ΩΩ), ), koristikoristi se se notacijanotacija::
f(nf(n) = ) = ΘΘ((g(ng(n)))) akoako i i samosamo akoako postojepostoje pozitivnepozitivne konstantekonstante cc11, c, c

22 i i nn00 takvetakve dada vrijedivrijedi cc11||g(n)g(n)|| ≤≤

||f(nf(n))|| ≤≤ cc22||g(n)g(n)|| zaza svesve n > nn > n
00 .. Funkcije f i g rastu jednako brzo.Funkcije f i g rastu jednako brzo.

�� f(nf(n) =) = oo((g(ng(n)))), , akoako i i samosamo akoako postojepostoje dvijedvije pozitivnepozitivne konstantekonstante cc i i nn00 takvetakve dada vrijedivrijedi ||f(nf(n))|| <<

cc||g(ng(n))|| zaza svesve nn≥≥ nn00 .. Funkcija f raste sporije od funkcije g.Funkcija f raste sporije od funkcije g.
�� f(nf(n) =) = ωω((g(ng(n)))), , akoako i i samosamo akoako postojepostoje dvijedvije pozitivnepozitivne konstantekonstante cc i i nn00 takvetakve dada vrijedivrijedi ||f(nf(n))|| >>

cc||g(ng(n))|| zaza svesve nn≥≥ nn00 .. Funkcija f raste brFunkcija f raste bržže od funkcije g.e od funkcije g.
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�� primjerprimjer:: tratražženje najveenje najveććeg eg ččlana u poljulana u polju
intint maxclanmaxclan ((intint A[], A[], intint n) {n) {

intint i, i, imaximax;;
i = ni = n--1;1; imaximax = n= n--1;1; petljapetlja se se uvijekuvijek obaviobavi nn--11 putaputa →→

while (i > 0) { while (i > 0) { ΩΩ (n) = (n) = O(nO(n) = ) = ΘΘ (n)(n)

ii----;;
if (if (A[iA[i] > ] > A[imaxA[imax]) ]) imaximax = i;}= i;}

return return imaximax;};}

�� Primjer: traPrimjer: tražženje enje ččlana u poljulana u polju

intint trazitrazi ((intint A[], A[], intint x, x, intint n, n, intint i) {i) { // A// A--poljepolje xx--trazenitrazeni ii--indeksindeks odod kojegkojeg se se trazitrazi
intint ret;ret;
if (i >= n) ret = if (i >= n) ret = --1;1;
else if (else if (A[iA[i] == x) ret = i;] == x) ret = i;
else ret = else ret = trazitrazi (A, x, n, i+1);(A, x, n, i+1);

return ret;}return ret;}
-- vrijemevrijeme izvoñenjaizvoñenja jeje O(nO(n)), , aliali jeje donjadonja granicagranica ΩΩ ((11)). U . U najboljmnajboljm slusluččajuaju u u prvomprvom

korakukoraku nañenañe tratražženieni ččlanlan poljapolja, a u , a u najgoremnajgorem moramora pregledatipregledati svesve ččlanovelanove poljapolja..
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�� Primjer: sloPrimjer: složženost Euklidovog algoritma u najgorem sluenost Euklidovog algoritma u najgorem sluččajuaju
1.1. Ako je a < b zamijeni a i bAko je a < b zamijeni a i b

2.2. r = a % b (a r = a % b (a modmod b, ostatak dijeljenja a s b)   b, ostatak dijeljenja a s b)   

3.3. a = b i b = ra = b i b = r

4.4. Ako je r razliAko je r različčit od 0 idi na 2it od 0 idi na 2

5.5. Vrati aVrati a

�� Koraci od 2 Koraci od 2 –– 4 4 ččine petlju koja se izvrine petlju koja se izvrššava najviava najvišše b puta (ostatak od dijeljenja je uvijek e b puta (ostatak od dijeljenja je uvijek 
manji od djelitelja, pa je r uvijek manji od b manji od djelitelja, pa je r uvijek manji od b ššto znato značči da se b uvijek smanjuje bar za 1, i da se b uvijek smanjuje bar za 1, 
pa pa ćće b =0 biti ispunjeno nakon najvie b =0 biti ispunjeno nakon najvišše b koraka)e b koraka)

�� IzvrIzvrššavanje petlje traje konstantno vrijeme cavanje petlje traje konstantno vrijeme c11, posljednji korak se izvodi jednom i , posljednji korak se izvodi jednom i 
njegova slonjegova složženost neka je cenost neka je c22

�� Duljina ulaza n se definira kao duljina manjeg od ulaznih brojevDuljina ulaza n se definira kao duljina manjeg od ulaznih brojeva, pa slijedia, pa slijedi

T T EuklidEuklid
maxmax (n) = c(n) = c11 * n +c* n +c22 tjtj..

T T EuklidEuklid
maxmax (n)= (n)= ΘΘ(n) (n) 
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AsimptotskoAsimptotsko vrijemevrijeme izvoizvoñenjañenja

�� AsimptotskoAsimptotsko vrijemevrijeme izvoñenjaizvoñenja jeje f(nf(n) ~ ) ~ ΘΘ((g(ng(n)))) ((ččitaita se: "se: "f(nf(n)) jeje asimptotskoasimptotsko funkcijifunkciji g(ng(n))")")
akoako jeje
limlim f(n)/g(nf(n)/g(n)) = = 11

nn→∞→∞

�� PreciznijiPrecizniji jeje opisopis vremenavremena izvoñenjaizvoñenja negonego OO--notacijomnotacijom. . ZnaZna se i red se i red veliveliččineine vodevodeććegeg
ččlanalana i i konstantakonstanta kojakoja gaga mnomnožžii. . 

AkoAko jeje nana primjerprimjer
f(nf(n)) = = aakknn

kk + ... + + ... + aa00

tadatada
f(nf(n) =) = O(nO(nkk))

ii
f(nf(n) ~) ~ ΘΘ((aakknn

kk))
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�� U U izraizraččunuunu uuččestalostiestalosti obavljanjaobavljanja nekihnekih naredbinaredbi ččestoesto se se javljajujavljaju sumesume oblikaoblika::
nn

ΣΣ i = n(n+1)/2 = i = n(n+1)/2 = OO(n(n22))

i=1i=1

nn

ΣΣ ii2  2  = n(n+1) (2n+1)/6 = = n(n+1) (2n+1)/6 = OO(n(n33))

i=1i=1

nn

ΣΣ iikk = n= nk+1k+1/(k+1) + n/(k+1) + nkk/2 + /2 + ččlanovilanovi ninižžegeg redareda = = OO(n(nk+1k+1))

i=1i=1

~ ~ ΘΘ( n( nk+1k+1/(k+1))/(k+1))
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Primjer: izraPrimjer: izraččun vrijednosti polinoma u zadanoj toun vrijednosti polinoma u zadanoj toččkiki

�� Polinom nPolinom n--tog stupnja je funkcija oblika (x je realan broj)tog stupnja je funkcija oblika (x je realan broj)
PPnn(x) = a(x) = ann xxnn + a+ ann--11 xxnn--11 + + …… + a+ a11 x + ax + a00

�� NajoNajoččitiji i najjednostavniji algoritam za izraitiji i najjednostavniji algoritam za izraččunavanje vrijednosti polinomaunavanje vrijednosti polinoma
1) i = 0 ; p = 01) i = 0 ; p = 0
2) p = p + a2) p = p + aii xxii

3) i = i + 13) i = i + 1
4) ako je i 4) ako je i ≤≤ n idi na 2n idi na 2
5) vrati p5) vrati p

�� Odredimo broj raOdredimo broj raččunskih operacija u izvoñenju ovog algoritmaunskih operacija u izvoñenju ovog algoritma
–– n+1 poven+1 poveććavanje brojaavanje brojačča i (zbrajanje)a i (zbrajanje)
–– Koraci 2Koraci 2––4 se izvode n+1 puta, u svakom koraku 1 zbrajanje, 1 mno4 se izvode n+1 puta, u svakom koraku 1 zbrajanje, 1 množženje i 1 enje i 1 

potenciranje. Potenciranje odgovara nizu uzastopnih mnopotenciranje. Potenciranje odgovara nizu uzastopnih množženja. Za i>1 to znaenja. Za i>1 to značči ii i--1 1 
mnomnožženje, enje, ššto ukupno daje broj mnoto ukupno daje broj množženjaenja

nn--11
∑∑ i = (n i = (n –– 1) * n / 2   1) * n / 2   
i=1i=1

Zajedno je to n+1 zbrajanje i n+1 + (nZajedno je to n+1 zbrajanje i n+1 + (n--1)*n/2 mno1)*n/2 množženjaenja
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�� Primijetimo: u koraku 2 se izraPrimijetimo: u koraku 2 se izraččunavaju sve veunavaju sve većće potencije istog broja x. Svaka sljedee potencije istog broja x. Svaka sljedećća a 
potencija se mopotencija se možže izrae izraččunati mnounati množženjem prethodne s x, enjem prethodne s x, ččime se znatno smanjuje ukupan ime se znatno smanjuje ukupan 
broj mnobroj množženjaenja

�� Prepravljeni (brPrepravljeni (bržži) algoritam:i) algoritam:
1) i = 0 ; p = 0 ; y = 11) i = 0 ; p = 0 ; y = 1
2) p = p + a2) p = p + aii * y* y
3) i = i + 1 ; y = y * x3) i = i + 1 ; y = y * x
4) ako je i 4) ako je i ≤≤ n idi na 2n idi na 2
5) vrati p5) vrati p

�� Broj operacija u ovom algoritmu:Broj operacija u ovom algoritmu:
-- n + 1 poven + 1 poveććanje brojaanje brojačča (zbrajanje)a (zbrajanje)
-- koraci 2koraci 2--4 se izvode n+1 puta, u svakom koraku 1 zbrajanje, 2 mno4 se izvode n+1 puta, u svakom koraku 1 zbrajanje, 2 množženja, enja, ššto daje to daje 

zajedno n+1 zbrajanje i 2*(n+1)  mnozajedno n+1 zbrajanje i 2*(n+1)  množženjaenja

�� Ovo je bitno brOvo je bitno bržži algoritam od prvotnog. Postoji li joi algoritam od prvotnog. Postoji li jošš brbržži ? Da.i ? Da.
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HornerovHornerov algoritam:algoritam:

�� izluizlučči li se u izrazu za polinom iz prvih n pribrojnika xi li se u izrazu za polinom iz prvih n pribrojnika x
PPnn(x) = (a(x) = (ann xxnn--11 + a+ ann--11 xxnn--22 + + …… + a+ a11) x + a) x + a00

Ponovi li se postupak joPonovi li se postupak jošš nn--2 puta dobiva se izraz:2 puta dobiva se izraz:
PPnn(x) = (((x) = ((……((a((ann x + ax + ann--11)x + a)x + ann--22)x +)x +……+a+a22)x + a)x + a11)x + a)x + a00

�� Algoritam koji koristi gornji izraz:Algoritam koji koristi gornji izraz:
1) i = n 1) i = n -- 1 ; p = a1 ; p = ann

2) p = p * x + a2) p = p * x + aii

3) i = i 3) i = i --11
4) ako je i 4) ako je i ≥≥ 0 idi na 20 idi na 2
5) vrati p5) vrati p

�� Broj operacija u algoritmu:Broj operacija u algoritmu:
-- n smanjenja brojan smanjenja brojačča (n oduzimanja = zbrajanja)a (n oduzimanja = zbrajanja)
-- korake 2korake 2--4 prolazi n puta, u svakom koraku 1 zbrajanje i 1 mno4 prolazi n puta, u svakom koraku 1 zbrajanje i 1 množženje, enje, ššto je ukupno n to je ukupno n 

zbrajanja i n mnozbrajanja i n množženjaenja
�� Bitno je brBitno je bržži od oba prethodna algoritma, naroi od oba prethodna algoritma, naroččito prvog koji je O(nito prvog koji je O(n22), od drugog je ), od drugog je 

dvostruko brdvostruko bržžii
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PrimjerPrimjer zaza razlirazliččiteite slosložženostienosti istogistog problemaproblema

�� ZadanoZadano jeje poljepolje cijelihcijelih brojevabrojeva AA00, A, A11,,……,A,Ann--11. . BrojeviBrojevi mogumogu bitibiti i i negativninegativni. . PotrebnoPotrebno jeje
pronapronaćći i najvenajveććuu vrijednostvrijednost sumesume nizaniza brojevabrojeva. . PretpostavitPretpostavit ććee se se dada jeje najvenajveććaa sumasuma 0 0 akoako
susu svisvi brojevibrojevi negativninegativni..

�� Kubna sloKubna složženostenost: : IspitujuIspituju se se svisvi mogumoguććii podnizovipodnizovi. U . U vanjskojvanjskoj petlji se petlji se variravarira prviprvi ččlanlan
podnizapodniza odod nultognultog do do zadnjegzadnjeg. U . U srednjojsrednjoj petljipetlji variravarira se se zadnjizadnji ččlanlan podnizapodniza odod prvogprvog
ččlanalana do do zadnjegazadnjega ččlanalana poljapolja. U . U unutraunutraššnjojnjoj petljipetlji variravarira se se duljinaduljina nizaniza odod prvogprvog ččlanalana do do 
zadnjegzadnjeg ččlanalana. . SveSve 3 3 petljepetlje se se zaza najgorinajgori slusluččajaj obavljajuobavljaju n n putaputa. . ZbogZbog toga toga jeje apriornaapriorna
slosložženostenost O(nO(n33).).

intint MaxPodSumaNiza3 (MaxPodSumaNiza3 (intint A[], A[], intint N) {N) {
intint OvaSumaOvaSuma, , MaxSumaMaxSuma, i, j, k;, i, j, k;
intint iteracijaiteracija = 0;= 0;
MaxSumaMaxSuma = 0;= 0;
for (i = 0; i < N; i++) {for (i = 0; i < N; i++) {

for (j = i; j < N; j++) {for (j = i; j < N; j++) {
OvaSumaOvaSuma = 0;= 0;
for (k = i; k <= j; k++) {for (k = i; k <= j; k++) {

OvaSumaOvaSuma += A [k];+= A [k];
++++iteracijaiteracija;; }}

if (if (OvaSumaOvaSuma > > MaxSumaMaxSuma))
MaxSumaMaxSuma = = OvaSumaOvaSuma;};}

}} return return MaxSumaMaxSuma;; }}
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�� Kvadratna sloKvadratna složženostenost: : aakoko uouoččimoimo dada vrijedivrijedi: : 

slosložženostenost se se momožžee reduciratireducirati uklanjanjemuklanjanjem jednejedne petljepetlje.. SloSložženost ovog algoritma je enost ovog algoritma je 
O(nO(n22).).

intint MaxPodSumaNiza2 (MaxPodSumaNiza2 (intint A[ ], A[ ], intint N) {N) {
intint OvaSumaOvaSuma, , MaxSumaMaxSuma, i, j;, i, j;
intint iteracijaiteracija = 0;= 0;
MaxSumaMaxSuma = 0;= 0;
for (i = 0; i < N; i++) {for (i = 0; i < N; i++) {

OvaSumaOvaSuma = 0;= 0;
for (j = i; j < N; j++) {for (j = i; j < N; j++) {

OvaSumaOvaSuma += A[ j ];+= A[ j ];
++++iteracijaiteracija;;
if (if (OvaSumaOvaSuma > > MaxSumaMaxSuma))

MaxSumaMaxSuma = = OvaSumaOvaSuma;; }}
}} return return MaxSumaMaxSuma;};}

∑∑
−

==

+=
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ik

kj

j

ik

k AAA
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�� Linearna * logaritamska sloLinearna * logaritamska složženostenost:: O(nlogO(nlog
22n)n)

�� RelativnoRelativno slosložženieni rekurzivnirekurzivni postupakpostupak. . KadKad nene bi bi bilobilo i i boljegboljeg ((linearnoglinearnog) ) rjerješšenjaenja, , ovoovo bi bi 
bio bio dobardobar primjerprimjer snagesnage rekurzijerekurzije i i postupkapostupka podijelipodijeli--papa--vladajvladaj ((dividedivide--andand--conquerconquer).  ).  
AkoAko se se ulaznoulazno poljepolje podijelipodijeli priblipribližžnono popo sredinisredini, , rjerješšenjeenje momožžee bitibiti takvotakvo dada jeje
maksimalnamaksimalna sumasuma u u lijevomlijevom dijeludijelu poljapolja, , iliili jeje u u desnomdesnom dijeludijelu poljapolja iliili prolaziprolazi krozkroz obaoba
dijeladijela. . PrvaPrva dvadva slusluččajaaja mogumogu bitibiti rijeriješšenaena rekurzivnorekurzivno. . ZadnjiZadnji slusluččajaj se se momožžee realiziratirealizirati
takotako dada se se nañenañe najvenajveććaa sumasuma u u lijevomlijevom dijeludijelu kojakoja ukljuuključčujeuje njegovnjegov zadnjizadnji ččlanlan i i 
najvenajveććaa sumasuma u u desnomdesnom dijeludijelu kojakoja ukljuuključčujeuje njegovnjegov prviprvi ččlanlan. Te se . Te se dvijedvije sumesume zbrojezbroje i i 
usporeñujuusporeñuju s one s one prveprve dvijedvije. Na . Na primjerprimjer::

LijeviLijevi diodio |     |     DesniDesni diodio

NajveNajveććaa lijevalijeva sumasuma jeje odod ččlanovalanova 0 do 2 i 0 do 2 i iznosiiznosi 6. 6. NajveNajveććaa desnadesna sumasuma jeje odod ččlanovalanova 5 do 5 do 
6 i 6 i iznosiiznosi 8. 8. NajveNajveććaa lijevalijeva sumasuma kojakoja ukljuuključčujeuje zadnjizadnji ččlanlan nana lijevolijevo jeje odod 0 do 3 0 do 3 ččlanalana i i 
iznosiiznosi 4, a 4, a najvenajvećća a desnodesno koja ukljukoja uključčuje prvi uje prvi ččlan na desnolan na desno odod 4 do 6 4 do 6 ččlanalana i i iznosiiznosi 7. 7. 
UkupnoUkupno to to dajedaje sumusumu 11 11 kojakoja jeje ondaonda i i najvenajveććaa..
PozivniPozivni program program zaza popoččetneetne ruboverubove zadajezadaje 0 i 0 i nn--1.1.

4 -3 5 -2 2-1 6 -2

0 1 2 3 4 5 6 7



4040

intint Max3 (Max3 (intint A, A, intint B, B, intint C) {C) { // // racunaracuna najvecinajveci odod 3 3 brojabroja: X > Y ? X : Y, A > B ? : X > Y ? X : Y, A > B ? maxmax(A,C) : (A,C) : maxmax(B,C)(B,C)
return A > B ? A > C ? A : C : B > C ? B : C;return A > B ? A > C ? A : C : B > C ? B : C;

}}

intint MaxPodSumaMaxPodSuma ((intint A[], A[], intint LijevaLijeva, , intint DesnaDesna, , intint dubinadubina) {) { // // trazitrazi najvecunajvecu podsumupodsumu slslijevaijeva nadesnonadesno
intint MaxLijevaSumaMaxLijevaSuma, , MaxDesnaSumaMaxDesnaSuma;;
intint MaxLijevaRubnaSumaMaxLijevaRubnaSuma, , MaxDesnaRubnaSumaMaxDesnaRubnaSuma;;
intint LijevaRubnaSumaLijevaRubnaSuma, , DesnaRubnaSumaDesnaRubnaSuma;;
intint SredinaSredina, i, ret;, i, ret;

if (if (LijevaLijeva == == DesnaDesna) { // ) { // OsnovniOsnovni slucajslucaj
if (A [if (A [LijevaLijeva] > 0)] > 0)

ret = A [ret = A [LijevaLijeva]; // ]; // podnizpodniz odod clanaclana A[LijevaA[Lijeva]]
elseelse

ret = 0; // ret = 0; // sumasuma jeje 0 0 akoako susu svisvi brojevibrojevi negativninegativni
return ret;return ret; }}
// // racunracun lijevelijeve i i desnedesne podsumepodsume s s obziromobzirom nana SredinaSredina
SredinaSredina = (= (LijevaLijeva + + DesnaDesna) / 2;) / 2;
MaxLijevaSumaMaxLijevaSuma = = MaxPodSumaMaxPodSuma (A, (A, LijevaLijeva, , SredinaSredina, dubina+1);, dubina+1);
MaxDesnaSumaMaxDesnaSuma = = MaxPodSumaMaxPodSuma ((A,SredinaA,Sredina + 1, + 1, DesnaDesna, dubina+1);, dubina+1);
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// // najvecanajveca gledanogledano ulijevoulijevo odod sredinesredine
MaxLijevaRubnaSumaMaxLijevaRubnaSuma = 0; = 0; LijevaRubnaSumaLijevaRubnaSuma = 0;= 0;
for (i = for (i = SredinaSredina; i >= ; i >= LijevaLijeva; i; i----) {) {

LijevaRubnaSumaLijevaRubnaSuma += A [i];+= A [i];
if (if (LijevaRubnaSumaLijevaRubnaSuma > > MaxLijevaRubnaSumaMaxLijevaRubnaSuma))

MaxLijevaRubnaSumaMaxLijevaRubnaSuma = = LijevaRubnaSumaLijevaRubnaSuma;; }}
// // najvecanajveca gledanogledano udesnoudesno odod sredinesredine
MaxDesnaRubnaSumaMaxDesnaRubnaSuma = 0; = 0; DesnaRubnaSumaDesnaRubnaSuma = 0;= 0;
for (i = for (i = SredinaSredina + 1; i <= + 1; i <= DesnaDesna; i++) {; i++) {
DesnaRubnaSumaDesnaRubnaSuma += A [i];+= A [i];
if (if (DesnaRubnaSumaDesnaRubnaSuma > > MaxDesnaRubnaSumaMaxDesnaRubnaSuma))

MaxDesnaRubnaSumaMaxDesnaRubnaSuma = = DesnaRubnaSumaDesnaRubnaSuma;  };  }
// // najvecanajveca odod lijevalijeva, , desnadesna, , rubnarubna
ret = Max3 (ret = Max3 (MaxLijevaSumaMaxLijevaSuma, , MaxDesnaSumaMaxDesnaSuma,,

MaxLijevaRubnaSumaMaxLijevaRubnaSuma + + MaxDesnaRubnaSumaMaxDesnaRubnaSuma););
return ret;}return ret;}

// // NlogNNlogN slozenostslozenost
intint MaxPodSumaNizaLogMaxPodSumaNizaLog ((intint A [], A [], intint N) {N) {

return return MaxPodSumaMaxPodSuma (A, 0, N (A, 0, N -- 1, 0);}1, 0);}
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�� ProgramskiProgramski kkood d jeje relativnorelativno slosložženen, , aliali dajedaje zaza red red veliveliččineine boljebolje rezultaterezultate odod prethodnogaprethodnoga. . 
�� AkoAko bi bi nn bio bio potencijapotencija odod 2 2 intuitivnointuitivno se se vidividi dada ććee sukcesivnihsukcesivnih raspolavljanjaraspolavljanja bitibiti loglog

22 nn. . KKrozroz
postupakpostupak prolaziprolazi nn podatakapodataka, , pa pa imamoimamo O(nO(n loglog

22n)n)..
�� OpOpććenitoenito se se momožžee rereććii dada jeje trajanjetrajanje algoritmaalgoritma O(logO(log

22n)n) akoako u u vremenuvremenu O(O(11)) podijelipodijeli veliveliččinuinu
problemaproblema ((obiobiččnono gaga raspoloviraspolovi).).

�� AkoAko u u pojedinompojedinom korakukoraku reducirareducira problem problem zaza 1, 1, ondaonda jeje njegovonjegovo trajanjetrajanje O(nO(n))..

�� Linearna sloLinearna složženost: enost: zbrajajuzbrajaju se se svisvi ččlanovilanovi poljapolja redomredom, a , a pamtipamti se se onaona sumasuma kojakoja jeje u u 
cijelomcijelom tijekutijeku tog tog postupkapostupka bilabila najvenajveććaa, pa je slo, pa je složženost algoritma enost algoritma O(nO(n))

intint MaxPodSumaNiza1 (MaxPodSumaNiza1 (intint A[], A[], intint N) {N) {
intint OvaSumaOvaSuma, , MaxSumaMaxSuma, j;, j;
OvaSumaOvaSuma = = MaxSumaMaxSuma = 0;= 0;
for (j = 0; j < N; j++) {for (j = 0; j < N; j++) {

OvaSumaOvaSuma += A[ j ];+= A[ j ];
if (if (OvaSumaOvaSuma > > MaxSumaMaxSuma))

MaxSumaMaxSuma = = OvaSumaOvaSuma;;
else if (else if (OvaSumaOvaSuma < 0) < 0) 

OvaSumaOvaSuma = 0;= 0; // // povecanjepovecanje izgledaizgleda sljedecegsljedeceg podnizapodniza
}} return return MaxSumaMaxSuma;};}
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AnalizaAnaliza a a posterioriposteriori

�� StvarnoStvarno vrijemevrijeme potrebnopotrebno zaza izvoñenjeizvoñenje algoritmaalgoritma nana konkretnomkonkretnom raraččunaluunalu..
#include <sys#include <sys\\timeb.htimeb.h> > gdjegdje jeje deklariranodeklarirano
structstruct timebtimeb {{

time_ttime_t time; // time; // brojbroj sekundisekundi odod ponoponoććii, 01.01.1970 prema UTC, 01.01.1970 prema UTC

unsigned short unsigned short millitmmillitm; // ; // milisekundemilisekunde

short short timezonetimezone; // ; // razlikarazlika u u minutamaminutama odod UTC UTC 

short short dstflagdstflag; // <>0 ; // <>0 akoako jeje nana snazisnazi ljetnoljetno raraččunanjeunanje vremenavremena

};};

void void ftimeftime(struct(struct timebtimeb **timeptrtimeptr););

�� U U programuprogramu::
structstruct timebtimeb vrijeme1, vrijeme2; long vrijeme1, vrijeme2; long trajanjemstrajanjems;;

ftimeftime (&vrijeme1);(&vrijeme1);

......

ftimeftime (&vrijeme2);(&vrijeme2);

trajanjemstrajanjems = 1000 * (vrijeme2.time = 1000 * (vrijeme2.time -- vrijeme1.time) +vrijeme1.time) +

vrijeme2.millitm - vrijeme1.millitm;

�� coordinated universal time (UTC):  coordinated universal time (UTC):  novinovi nazivnaziv zaza Greenwich Mean time (GMT)


