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Sortiranje pomoSortiranje pomoćću hrpe (u hrpe (heapsortheapsort))

�� Na prijaNa prijaššnjim vjenjim vježžbama vebama većć smo radili dva algoritma sortiranja (sortiranje umetanjem smo radili dva algoritma sortiranja (sortiranje umetanjem --
InsertionInsertion SortSort i i mjehurimjehuriččastoasto sortiranje sortiranje -- BubbleBubble SortSort) koji su ulazni niz od n elemenata ) koji su ulazni niz od n elemenata 
sortirali u vremenu proporcionalnom s nsortirali u vremenu proporcionalnom s n22..

�� Sad Sad ććemo obraditi joemo obraditi jošš jedan algoritam sortiranja jedan algoritam sortiranja –– sortiranje pomosortiranje pomoćću hrpe u hrpe -- HeapsortHeapsort ––
koji je efikasniji od koji je efikasniji od InsertionInsertion Sorta i Sorta i BubbleBubble Sorta. Ovaj algoritam polje od Sorta. Ovaj algoritam polje od nn elemenata elemenata 
sortira u vremenu O(n*log n).sortira u vremenu O(n*log n).

�� Prije nego izloPrije nego izložžimo algoritam za ovo sortiranje, slijedi najosnovnije o imo algoritam za ovo sortiranje, slijedi najosnovnije o stablastojstablastoj strukturi strukturi 
podataka zvanoj podataka zvanoj hrpahrpa..

�� Potpuno binarno stablo T je hrpa (Potpuno binarno stablo T je hrpa (heapheap) ako su ispunjeni uvjeti:) ako su ispunjeni uvjeti:

-- ččvorovi od T su oznavorovi od T su označčeni podacima nekog tipa za koje je definiran totalni ureñajeni podacima nekog tipa za koje je definiran totalni ureñaj

-- neka je neka je ii bilo koji bilo koji ččvor od T. Tada je oznaka od vor od T. Tada je oznaka od ii manja ili jednaka od oznake bilo kojeg manja ili jednaka od oznake bilo kojeg 
djeteta od djeteta od i i –– minimalna hrpaminimalna hrpa

�� takoñertakoñer, mo, možže biti ovako:e biti ovako:

-- neka je neka je ii bilo koji bilo koji ččvor od T. Tada je oznaka od vor od T. Tada je oznaka od ii vevećća ili jednaka od oznake bilo kojeg a ili jednaka od oznake bilo kojeg 
djeteta od djeteta od i i ––maksimalna hrpamaksimalna hrpa

OpOpććenito: urenito: ureñaj meñu podacima moeñaj meñu podacima možže biti i neki drugi, pa se moe biti i neki drugi, pa se možže promijeniti i relacija e promijeniti i relacija 
roditelj roditelj -- djecadjeca
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�� uzimamo da je oznaka roditelja veuzimamo da je oznaka roditelja većća ili jednaka od oznaka svih potomakaa ili jednaka od oznaka svih potomaka

�� Hrpa je struktura podataka koja se obiHrpa je struktura podataka koja se običčno implementira pomono implementira pomoćću poljau polja

�� elementi hrpe spremljeni su u polje koje promatramo kao potpuno elementi hrpe spremljeni su u polje koje promatramo kao potpuno binarno stablo (jer je binarno stablo (jer je 
svaki nivo stabla, osim posljednjega, do kraja ispunjen, a svaki nivo stabla, osim posljednjega, do kraja ispunjen, a ččvorovi na posljednjem nivou vorovi na posljednjem nivou 
su "gurnuti" u lijevu stranu)su "gurnuti" u lijevu stranu)

�� Lako je vidjeti da se lijevo dijete Lako je vidjeti da se lijevo dijete ččvora vora i i nalazi na poziciji 2*nalazi na poziciji 2*ii+1, a desno na poziciji +1, a desno na poziciji 
2*2*ii+2. Roditelj +2. Roditelj ččvora vora ii nalazi se na poziciji (nalazi se na poziciji (ii--1)/21)/2

�� Za svaki Za svaki ččvor u stablu, definiramo njegovu vor u stablu, definiramo njegovu visinuvisinu kao broj grana na najdukao broj grana na najdužžem putu od em putu od 
tog tog ččvora do nekog lista. vora do nekog lista. Visinu stabla Visinu stabla definiramo kao visinu njegovog korijenadefiniramo kao visinu njegovog korijena

�� BuduBudućći da je ni da je n--elementna hrpa poseban sluelementna hrpa poseban sluččaj potpunog binarnog stabla, njezina visina aj potpunog binarnog stabla, njezina visina 
je jednaka logje jednaka log22 n. Osnovna operacija za rad s hrpom (Heapify) svoj posao obavljn. Osnovna operacija za rad s hrpom (Heapify) svoj posao obavlja u a u 
vremenu koje je, u najgorem sluvremenu koje je, u najgorem sluččaju, proporcionalno visini stabla i stoga se izvraju, proporcionalno visini stabla i stoga se izvrššava u ava u 
vremenu proporcionalnom logvremenu proporcionalnom log22 nn

�� Operacije za rad s hrpom su sljedeOperacije za rad s hrpom su sljedećće:e:

�� Funkcija Heapify koja je kljuFunkcija Heapify koja je ključčna za ona za oččuvanje ureñenosti hrpe uvanje ureñenosti hrpe (log(log22 n n))

�� Funkcija BuildHeap koja od neureñenog ulaznog polja stvara hrpu Funkcija BuildHeap koja od neureñenog ulaznog polja stvara hrpu (n*log(n*log22 n)n)

�� Funkcija HeapSort koja sortira polje (n*logFunkcija HeapSort koja sortira polje (n*log22 n)n)
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Implementacija strukture podataka Implementacija strukture podataka HeapTypeHeapType u Cu C--uu

�� definiramo novi tip podataka, definiramo novi tip podataka, HeapTypeHeapType, kao strukturu koja sadr, kao strukturu koja sadržži: i: 

structstruct heaptypeheaptype {{
int * int * ElementsElements;; //pokaziva//pokazivačč na polje elemenata hrpena polje elemenata hrpe
int int SizeSize;; //veli//veliččina hrpeina hrpe

};};
typedeftypedef structstruct heaptypeheaptype HeapTypeHeapType;;

�� Funkcija Funkcija MakeEmptyHeapMakeEmptyHeap stvara praznu hrpu zadane velistvara praznu hrpu zadane veliččine, dok funkcija ine, dok funkcija FreeHeapFreeHeap
oslobodi memoriju koju je neka hrpa zauzimala:oslobodi memoriju koju je neka hrpa zauzimala:

HeapTypeHeapType MakeEmptyHeapMakeEmptyHeap(int (int sizesize) {) {
HeapTypeHeapType heapheap;;
heapheap..ElementsElements = = mallocmalloc((sizesize * * sizeofsizeof(int));(int));
heapheap..SizeSize = = sizesize;;
returnreturn heapheap;;

}}

voidvoid FreeHeapFreeHeap((HeapTypeHeapType * * hptrhptr) {) {
freefree((hptrhptr-->>ElementsElements););
heapptrheapptr-->>SizeSize=0;=0;

}}
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Operacija Operacija HeapifyHeapify

�� HeapifyHeapify je operacija koja kao ulazni parametar prima pokazivaje operacija koja kao ulazni parametar prima pokazivačč na strukturu na strukturu HeapTypeHeapType i i 
indexindex ii nekog elementa u polju nekog elementa u polju ElementsElements. U . U ččasu pozivanja funkcije asu pozivanja funkcije HeapifyHeapify pretpostavlja pretpostavlja 
se da i lijevo i desno se da i lijevo i desno podstablopodstablo ččvora vora i i zadovoljavaju svojstvo ureñenosti hrpezadovoljavaju svojstvo ureñenosti hrpe, ali da je , ali da je 
element s indeksom element s indeksom ii (eventualno) manji od svoje djece i time (eventualno) naru(eventualno) manji od svoje djece i time (eventualno) naruššava ava 
ureñenost hrpeureñenost hrpe

�� Funkcija Funkcija HeapifyHeapify "pomi"pomičče" element upisan u e" element upisan u ččvor vor ii prema dolje tako da na kraju prema dolje tako da na kraju 
podstablopodstablo hrpe kojemu je korijen hrpe kojemu je korijen ččvor vor ii postane ispravna postane ispravna podhrpapodhrpa ((tjtj. . podhrpapodhrpa koja  koja 
zadovoljava svojstvo ureñenosti hrpezadovoljava svojstvo ureñenosti hrpe))

�� LeftLeft i i RightRight su jednostavne pomosu jednostavne pomoććne funkcije koje vrane funkcije koje vraććaju indeks lijevog odnosno desnog aju indeks lijevog odnosno desnog 
djeteta djeteta ččvora vora ii::

int int LeftLeft(int i) {                                           int (int i) {                                           int RightRight(int i) {            (int i) {            

returnreturn 2*i + 1;                                           2*i + 1;                                           returnreturn 2*i+2;2*i+2;

}                                                }                                                }}
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void Heapify(HeapType * hptr, int i) {void Heapify(HeapType * hptr, int i) {
int largest;int largest;
int lft;int lft;
int rht;int rht;
int next = 1;int next = 1;
dodo {{

lft = Left(i);lft = Left(i);
rht = Right(i);rht = Right(i);
if(lft < hptrif(lft < hptr-->Size && hptr>Size && hptr-->Elements[lft] > hptr>Elements[lft] > hptr-->Elements[i])>Elements[i])

largest = lft;largest = lft;
elseelse

largest = i;largest = i;
if(rht < hptrif(rht < hptr-->Size && hptr>Size && hptr-->Elements[rht] > hptr>Elements[rht] > hptr-->Elements[largest])>Elements[largest])

largest = rht;largest = rht;
if(largest != i)if(largest != i) {{

int temp = hptrint temp = hptr-->Elements[i];>Elements[i];
hptrhptr-->Elements[i] = hptr>Elements[i] = hptr-->Elements[largest];>Elements[largest];
hptrhptr-->Elements[largest] = temp;>Elements[largest] = temp;
i = largest;i = largest;

}}
elseelse

next = 0;next = 0;
}}
while(next);while(next);

}}
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Operacija Operacija BuldHeapBuldHeap

�� Sukcesivnom upotrebom operacije Sukcesivnom upotrebom operacije HeapifyHeapify momožžemo od "neispravne" hrpe naemo od "neispravne" hrpe naččiniti initi 
ispravnu (koja zaispravnu (koja zadovoljava ureñenost hrpedovoljava ureñenost hrpe). Funkcija izgleda ovako:). Funkcija izgleda ovako:

voidvoid BuildHeapBuildHeap((HeapTypeHeapType * * heapptrheapptr) {) {

forfor (int i = (int i = ParentOfLastElementParentOfLastElement((heapptrheapptr); i >= 0; i); i >= 0; i----))

HeapifyHeapify((heapptrheapptr, i);, i);

}}

�� BuildHeapBuildHeap koristi pomokoristi pomoććnu funkciju nu funkciju ParentOfLastElementParentOfLastElement koja vrakoja vraćća indeks roditelja a indeks roditelja 
posljednjeg elementa u hrpi. Ta funkcija izgleda ovako:posljednjeg elementa u hrpi. Ta funkcija izgleda ovako:

int int ParentOfLastElementParentOfLastElement((HeapTypeHeapType * h) {* h) {

returnreturn ParentParent(h(h-->>SizeSize -- 1);1);

}}

int int ParentParent(int k) {(int k) {

returnreturn (k (k -- 1) / 2;1) / 2;

}}
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Algoritam Algoritam HeapSortHeapSort

�� Algoritam Algoritam HeapsortHeapsort najprije pomonajprije pomoćću funkcije u funkcije BuildHeapBuildHeap od ulaznog polja stvori ispravnu od ulaznog polja stvori ispravnu 
hrpu. Nakon toga, stvorenu hrpu pretvara u uzlazno sortirano polhrpu. Nakon toga, stvorenu hrpu pretvara u uzlazno sortirano polje. Funkcija izgleda je. Funkcija izgleda 
ovako:ovako:

voidvoid HeapSortHeapSort(int a[], int n) {(int a[], int n) {

HeapTypeHeapType heapheap;;

heapheap..ElementsElements = a;= a;

heapheap..SizeSize = n;= n;

BuildHeapBuildHeap(&(&heapheap););

forfor(int i = n (int i = n -- 1; i > 0; i1; i > 0; i----))

{{

int int temptemp = = heapheap..ElementsElements[i];[i];

heapheap..ElementsElements[i] = [i] = heapheap..ElementsElements[0];[0];

heapheap..ElementsElements[0] = [0] = temptemp;;

heapheap..SizeSize----;;

HeapifyHeapify(&(&heapheap, 0);, 0);

}}

}}
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�� Vidimo da algoritam najprije poziva BuildHeap (Vidimo da algoritam najprije poziva BuildHeap (ššto traje proporcionalno s n*logto traje proporcionalno s n*log22 n) a n) a 
zatim u osnovi "vrti petlju" u kojoj se nzatim u osnovi "vrti petlju" u kojoj se n--1 puta obavljaju neke jednostavne operacije i 1 puta obavljaju neke jednostavne operacije i 
poziva funkcija Heapify koja traje proporcionalno s logpoziva funkcija Heapify koja traje proporcionalno s log22 n . Sveukupno, stoga, funkcija n . Sveukupno, stoga, funkcija 
HeapSort se izvrHeapSort se izvrššava u vremenu proporcionalnim s n*logava u vremenu proporcionalnim s n*log22 n, n, ššto je bitno bolje od to je bitno bolje od 
sortiranja umetanjem (Insertion Sort) ili mjehurisortiranja umetanjem (Insertion Sort) ili mjehuriččastog sortiranja (Buble Sort) astog sortiranja (Buble Sort) ččije je ije je 
vrijeme izvrvrijeme izvrššavanja dano s navanja dano s n22 ..

�� Kompletan kod za sortiranje pomoKompletan kod za sortiranje pomoćću hrpe: primjeru hrpe: primjer

�� Napisati program koji od ulaznog polja cijelih brojeva izgradi hNapisati program koji od ulaznog polja cijelih brojeva izgradi hrpu, te ispirpu, te ispišše polje u kojem e polje u kojem 
su spremljeni elementi hrpe. su spremljeni elementi hrpe. Takoñer napraviti sortiranje polja cijelih brojeva upotrebom Takoñer napraviti sortiranje polja cijelih brojeva upotrebom 
sortiranja pomosortiranja pomoćću hrpe.u hrpe.
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#include <stdio.h>#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>#include <stdlib.h>
#define MaxSize 20#define MaxSize 20

struct heaptypestruct heaptype {{
int * Elements;int * Elements;
int Size;int Size;

};};

typedef struct heaptype HeapType;typedef struct heaptype HeapType;

int Left(int k)int Left(int k) {{
return 2*k + 1;return 2*k + 1;

}}

int Right(int k)int Right(int k) {{
return 2*k + 2;return 2*k + 2;

}}

int Parent(int k)int Parent(int k) {{
return (k return (k -- 1) / 2;1) / 2;

}}

int ParentOfLastElement(HeapType * h)int ParentOfLastElement(HeapType * h) {{
return Parent(hreturn Parent(h-->Size >Size -- 1);1);

}}
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HeapType MakeEmptyHeap(int size)HeapType MakeEmptyHeap(int size) {{
HeapType heap;HeapType heap;
heap.Elements = malloc(size * sizeof(int));heap.Elements = malloc(size * sizeof(int));
heap.Size = size;heap.Size = size;
return heap;return heap;

}}

void FreeHeap(HeapType * heapptr)void FreeHeap(HeapType * heapptr) {{
free(heapptrfree(heapptr-->Elements); >Elements); 
heapptrheapptr-->Size=0;}>Size=0;}

void Heapify(HeapType * heapptr, int i)void Heapify(HeapType * heapptr, int i) {{
int largestint largest, lft, rht, dalje = 1, lft, rht, dalje = 1;;
dodo {{

lft = Left(i);lft = Left(i); rht = Right(i);rht = Right(i);
if(lft < heapptrif(lft < heapptr-->Size && heapptr>Size && heapptr-->Elements[lft] > heapptr>Elements[lft] > heapptr-->Elements[i])>Elements[i])

largest = lft;largest = lft;
elseelse largest = i;largest = i;
if(rht < heapptrif(rht < heapptr-->Size && heapptr>Size && heapptr-->Elements[rht] > heapptr>Elements[rht] > heapptr-->Elements[largest])>Elements[largest])

largest = rht;largest = rht;
if(largest != i)if(largest != i) {{

int temp = heapptrint temp = heapptr-->Elements[i];>Elements[i];
heapptrheapptr-->Elements[i] = heapptr>Elements[i] = heapptr-->Elements[largest];>Elements[largest];
heapptrheapptr-->Elements[largest] = temp;>Elements[largest] = temp;
i = largest;i = largest; }} elseelse
dalje = 0;dalje = 0; }} while(dalje);while(dalje);

}}



1111

void BuildHeap(HeapType * heapptr)void BuildHeap(HeapType * heapptr)
{{

for(int i = ParentOfLastElement(heapptr); i >= 0; ifor(int i = ParentOfLastElement(heapptr); i >= 0; i----))
Heapify(heapptr, i);Heapify(heapptr, i);

}}

void HeapSort(int a[], int n)void HeapSort(int a[], int n)
{{

HeapType heap;HeapType heap;
heap.Elements = a;heap.Elements = a;
heap.Size = n;heap.Size = n;
BuildHeap(&heap);BuildHeap(&heap);
for(int i = n for(int i = n -- 1; i > 0; i1; i > 0; i----))
{{ // u korijenu je najve// u korijenu je najvećći element hrpei element hrpe

int temp = heap.Elements[i];int temp = heap.Elements[i];
heap.Elements[i] = heap.Elements[0];heap.Elements[i] = heap.Elements[0]; // korijen stavljamo na kraj polja// korijen stavljamo na kraj polja
heap.Elements[0] = temp;heap.Elements[0] = temp; // zadnji element polja ide u korijen// zadnji element polja ide u korijen
heap.Sizeheap.Size----;; // smanjimo hrpu za 1// smanjimo hrpu za 1
Heapify(&heap, 0);Heapify(&heap, 0); // slozi se nova hrpa s n// slozi se nova hrpa s n--1 1 ččvorovavorova

}}
}}
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int main()int main() {{
int iint i, , a[MaxSize] = {4,0,11,1,21,a[MaxSize] = {4,0,11,1,21,--3,26,2,5,16,17,9,10,13,14,25,8,3,7,3,26,2,5,16,17,9,10,13,14,25,8,3,7,--9};9};
HeapType myheap = MakeEmptyHeap(MaxSize);HeapType myheap = MakeEmptyHeap(MaxSize);

for(i = 0; i < myheap.Size; i++)for(i = 0; i < myheap.Size; i++)
myheap.Elements[i] = a[i];myheap.Elements[i] = a[i];

printf("Ulazno polje:printf("Ulazno polje:\\n");n");
for(i = 0; i < myheap.Size; i++)for(i = 0; i < myheap.Size; i++)

printf("%i ", myheap.Elements[i]);printf("%i ", myheap.Elements[i]); printf("printf("\\nn\\n");n");
BuildHeap(&myheap);BuildHeap(&myheap);
printf("Nakon kreiranja hprintf("Nakon kreiranja hrperpe::\\n");n");
for(i = 0; i < myheap.Size; i++)for(i = 0; i < myheap.Size; i++)

printf("%i ", myheap.Elements[i]);printf("%i ", myheap.Elements[i]); printf("printf("\\nn\\nn\\n");n");

FreeHeap(&myheap);FreeHeap(&myheap);
printf("Prije sortiranja:printf("Prije sortiranja:\\n");n");
int b[MaxSize] = {4,0,11,1,21,int b[MaxSize] = {4,0,11,1,21,--3,26,2,5,16,17,9,10,13,14,25,8,3,7,3,26,2,5,16,17,9,10,13,14,25,8,3,7,--9};9};
for(i = 0; i < MaxSize; i++)for(i = 0; i < MaxSize; i++)

printf("%i ", b[i]);printf("%i ", b[i]); printf("printf("\\nn\\n");n");
HeapSort(b, MaxSize);HeapSort(b, MaxSize);
printf("Nakon sortiranja:printf("Nakon sortiranja:\\n");n");
for(i = 0; i < MaxSize; i++)for(i = 0; i < MaxSize; i++)

printf("%i ", b[i]);printf("%i ", b[i]); printf("printf("\\n");n");
system(system(““PAUSEPAUSE””););
return 0;return 0;

}}
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Drugi primjer izvedbe hrpeDrugi primjer izvedbe hrpe

�� Jednostavan programski kod koji od elemenata polja stvori hrpu, Jednostavan programski kod koji od elemenata polja stvori hrpu, koristi se jednostavnija koristi se jednostavnija 
struktura podataka (samo polje)struktura podataka (samo polje)

�� Ovdje se pretpostavlja da je prvi element hrpe u Ovdje se pretpostavlja da je prvi element hrpe u ććeliji polja indeksa 1 (prva eliji polja indeksa 1 (prva ććelija polja elija polja 
indeksa 0 se ne koristi), pa je roditelj indeksa 0 se ne koristi), pa je roditelj ii--tog tog ččvora na mjestu vora na mjestu ii/2/2

�� Na "Na "dnodno" (list) " (list) hrpehrpe dodajedodaje se se ččlanlan kojikoji se se ondaonda usporeñujeusporeñuje i i zamjenjujezamjenjuje ako je potrebnoako je potrebno
sasa svojimsvojim roditeljemroditeljem, , praroditeljempraroditeljem, , prapraroditeljemprapraroditeljem itditd. . dokdok nene postanepostane manjimanji iliili jednakjednak
nekojnekoj odod tihtih vrijednostivrijednosti..
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#include <stdio.h>#include <stdio.h>
#include <std#include <stdliblib.h>.h>
#include <math.h>  //za funkciju pow()#include <math.h>  //za funkciju pow()
#define MAXGOM 100#define MAXGOM 100
typedef int tip;typedef int tip;

void ubaci (tip A[], int k) {void ubaci (tip A[], int k) { // ubacuje vrijednost iz A[k] na hrpu pohranjenu u A[1:k// ubacuje vrijednost iz A[k] na hrpu pohranjenu u A[1:k--1]1]
int i, j;int i, j;
tip novi;tip novi;
j = k;j = k;
i = k/2;i = k/2;
novi = A[k];novi = A[k];
while ((i > 0) && (A[i] < novi)) {while ((i > 0) && (A[i] < novi)) {
A[j] = A[i]; // povecaj razinu za roditeljaA[j] = A[i]; // povecaj razinu za roditelja
j = i;j = i;
i /= 2;i /= 2; // roditelj od A[i] je na A[i/2]// roditelj od A[i] je na A[i/2]

}}
A[j] = novi;A[j] = novi;

}}

void main(void) {void main(void) {
FILE *fi;FILE *fi;
int i, j, k;int i, j, k;
tip A[MAXGOM];tip A[MAXGOM];
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fi = fopen ("UlazZaHrpu.txt", "r");fi = fopen ("UlazZaHrpu.txt", "r");
if (fi) {if (fi) {

j = 1;j = 1;
while (j < MAXGOM && fscanf(fi, "%d", &A[j]) != EOF) {while (j < MAXGOM && fscanf(fi, "%d", &A[j]) != EOF) {

printf ("%d. ulazni podatak je %dprintf ("%d. ulazni podatak je %d\\n", j, A [j]);n", j, A [j]);
ubaci (A, j);ubaci (A, j);
j++;j++;

}}
fclose (fi);fclose (fi);
// ispisi hrpu po retcima// ispisi hrpu po retcima
i = 1;i = 1;
k = 1;k = 1;
while (i < j) { // petlja do zadnjeg u hrpiwhile (i < j) { // petlja do zadnjeg u hrpi

// pisi do maksimalnog u hrpi razine k// pisi do maksimalnog u hrpi razine k
for (; i <= pow (2, k) for (; i <= pow (2, k) -- 1 && i < j; i++) {1 && i < j; i++) {

printf(" %d ", A[i]);printf(" %d ", A[i]);
}}
k++; // povecaj razinuk++; // povecaj razinu
printf ("printf ("\\n");n");

}}
} else {} else {

printf ("Nema ulazne datotekeprintf ("Nema ulazne datoteke\\n");n");
}}
system(system(““PAUSEPAUSE””););
exit(0);exit(0);

}}
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�� Za analizu najgoreg sluZa analizu najgoreg sluččaja algoritma uzmimo aja algoritma uzmimo nn elemenata. Na elemenata. Na ii--toj razini potpunog toj razini potpunog 
binarnog stabla ima najvibinarnog stabla ima najvišše e 22ii--11 ččvorova. Na svim nivorova. Na svim nižžim razinama do tada ima ukupno im razinama do tada ima ukupno 
22ii--11 -- 11 ččvorova, za vorova, za i > 1i > 1. . Stablo s Stablo s kk razina ima najvirazina ima najvišše e 22kk--11 ččvorova. Stablo s vorova. Stablo s kk--11
razinom ima najvirazinom ima najvišše e 22kk--11--1 1 ččvorova. Ako je stablo potpuno, zapovorova. Ako je stablo potpuno, započčeta je posljednja eta je posljednja 
razina, pa vrijedi razina, pa vrijedi 22kk--1 1 -- 1 < 1 < n n ≤≤ 22k k -- 11

�� Iz ovoga slijedi: Iz ovoga slijedi: 

–– 22kk--11 < < n + n + 1 1 �� ((kk –– 1) log 2 1) log 2 < log (< log (n + n + 1) 1) �� k k < log< log
22 ((n + n + 1) + 11) + 1

n + 1 n + 1 ≤≤ 22kk �� log (n+1) log (n+1) ≤≤ kk loglog 22 �� loglog
22 (n+1) (n+1) ≤≤ kk

loglog
22 (n+1) (n+1) ≤≤ k < k < loglog

22 ((n+n+1) + 1 1) + 1 odnosno odnosno k = k = loglog
22(n+(n+11))

�� Na primjer:Na primjer:

–– za za nn = 14 treba = 14 treba loglog2 2 1515 = = lnln 15/ln 215/ln 2 = = 2.70805/0.6931472.70805/0.693147 = = 3.93.9 = 4 razine= 4 razine

–– za za nn = 15 treba = 15 treba loglog2 2 1616 = = 44 = 4 razine= 4 razine

–– za za nn = 16 treba = 16 treba loglog2 2 1717 = = 4.0874.087 = 5 razina= 5 razina

�� U najgorem sluU najgorem sluččaju, aju, whilewhile petlja se izvrpetlja se izvrššava proporcionalno broju razina u gomili. ava proporcionalno broju razina u gomili. 
Skup podataka koji predstavlja najgori sluSkup podataka koji predstavlja najgori sluččaj za ovaj algoritam je polje s rastuaj za ovaj algoritam je polje s rastuććim im 
podacima. Tada svaki novi element, onaj koji se ubacuje u gomilupodacima. Tada svaki novi element, onaj koji se ubacuje u gomilu pozivom funkcije pozivom funkcije 
ubaciubaci, postaje korijen pa se kroz , postaje korijen pa se kroz kk razina obavlja zamjena. Vrijrazina obavlja zamjena. Vrijeme izvoñenja je eme izvoñenja je 
tadatada O(n logO(n log

22 n)n).. Za prosjeZa prosječčne podatke vrijeme za stvaranje gomile iz skupa podataka ne podatke vrijeme za stvaranje gomile iz skupa podataka 
jeje O(n)O(n), , ššto je za red velito je za red veliččine boljeine bolje..
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�� Za poboljZa poboljššanje brzine obavljanja zadanih operacija stvoren je algoritam koanje brzine obavljanja zadanih operacija stvoren je algoritam koji kreji krećće od e od 
krajnjih krajnjih ččvorova prema korijenu, razinu po razinu. Samo podatak u korijenuvorova prema korijenu, razinu po razinu. Samo podatak u korijenu momožže e 
narunaruššavati svojstvo avati svojstvo hrphrpe, dok podstabla zadre, dok podstabla zadržžavaju to svojstvo. Tada je samo potrebno avaju to svojstvo. Tada je samo potrebno 
tu nepravilnost ispraviti i opet dobivamo tu nepravilnost ispraviti i opet dobivamo žželjenu eljenu hrphrpu. To u. To ččini funkcijaini funkcija podesipodesi u u 

slijedeslijedeććem primjeru. Za krajnje em primjeru. Za krajnje ččvorove svojstvo vorove svojstvo hrphrpe je zadovoljeno, pa treba ue je zadovoljeno, pa treba u
stvori_stvori_hrphrpuu funkciji provesti popravljanje svojstva funkciji provesti popravljanje svojstva hrphrpe samo za korijen stablae samo za korijen stabla

(identi(identiččni postupak prvom primjeru za hrpu)ni postupak prvom primjeru za hrpu)

�� Funkcija podesi(): Funkcija podesi(): potpuna binarna stabla s korijenima A[2*i] i A[2*i+1]kombinirajupotpuna binarna stabla s korijenima A[2*i] i A[2*i+1]kombiniraju se s se s 
A[i] formirajuci jedinstvenu A[i] formirajuci jedinstvenu hrpuhrpu

JoJošš jedan primjer izvedbe hrpejedan primjer izvedbe hrpe
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#include <stdio.h>#include <stdio.h>
#include <std#include <stdliblib.h>.h>
#include <math.h>#include <math.h>
#define MAXGOM 100#define MAXGOM 100
typedef int tip;typedef int tip;
// potpuna binarna stabla s korijenima A[2*i] i A[2*i+1]// potpuna binarna stabla s korijenima A[2*i] i A[2*i+1] kombiniraju se skombiniraju se s
// A[i] formirajuci jedinstvenu hrpu, 1 <= i <= n// A[i] formirajuci jedinstvenu hrpu, 1 <= i <= n
void podesi (tip A[], int i, int n) {void podesi (tip A[], int i, int n) {
int j;int j;
tip stavka;tip stavka;
j = 2*i;j = 2*i;
stavka = A[i];stavka = A[i];
while (j <= n ) {while (j <= n ) { // Usporedi lijevo i desno dijete (ako ga ima)// Usporedi lijevo i desno dijete (ako ga ima)
if ((j < n) && (A[j] < A[j+1])) j++;    // j pokazuje na vecif ((j < n) && (A[j] < A[j+1])) j++;    // j pokazuje na vece dijetee dijete
if (stavka >= A[j]) break;if (stavka >= A[j]) break; // stavka je na dobrom mjestu// stavka je na dobrom mjestu
A[j/2] = A[j];A[j/2] = A[j]; // vece dijete podigni za razinu// vece dijete podigni za razinu
j *=2;  }j *=2;  }

A[j/2] = stavka;A[j/2] = stavka;
}}

// premjesti elemente A[1:n] da tvore gomilu// premjesti elemente A[1:n] da tvore gomilu
void StvoriHrpu (tip A[], int n) {void StvoriHrpu (tip A[], int n) {
int i;int i;
for (i = n/2; i >= 1; ifor (i = n/2; i >= 1; i----))

podesi (A, i, n);podesi (A, i, n);
}}
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void main(void) {void main(void) {
FILE *fi;FILE *fi;
int i, j, k, n;int i, j, k, n;
tip A[MAXGOM];tip A[MAXGOM];
fi = fopen ("UlazZaHrpu.txt", "r");fi = fopen ("UlazZaHrpu.txt", "r");
if (fi) {if (fi) {

j = 1;j = 1;
while (j < MAXGOM && fscanf (fi, "%d", &A[j]) != EOF) {while (j < MAXGOM && fscanf (fi, "%d", &A[j]) != EOF) {

printf ("%d. ulazni podatak je %d printf ("%d. ulazni podatak je %d \\n", j, A[j]);n", j, A[j]);
j++;j++; }}

fclose (fi);fclose (fi);
// podesi broj elemenata i stvori hrpu// podesi broj elemenata i stvori hrpu
n = j n = j -- 1;1;
StvoriHrpu (A, n);StvoriHrpu (A, n);
// pisi hrpu po retcima// pisi hrpu po retcima
i = 1;i = 1; k = 1;k = 1;
while (i < j) { // petlja do zadnjeg u hrpiwhile (i < j) { // petlja do zadnjeg u hrpi

// pisi do maksimalnog u hrpi razine k// pisi do maksimalnog u hrpi razine k
for (; i <= pow (2, k) for (; i <= pow (2, k) -- 1 && i < j; i++) {1 && i < j; i++) {

printf(" %d ", A[i]);printf(" %d ", A[i]);
}k++; // povecaj razinu}k++; // povecaj razinu
printf ("printf ("\\n");n"); }}

} else {} else {
printf ("Nema ulazne datotekeprintf ("Nema ulazne datoteke\\n");n"); }}

system(system(““PAUSEPAUSE””); ); exit(0);exit(0); }}
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�� Stvaranje Stvaranje hrpehrpe za ulazni niz podataka: 10,19,18,71,12,51,32za ulazni niz podataka: 10,19,18,71,12,51,32

1010

1919 1818

7171 1212 5151 3232

1010

1919 5151

7171 1212 1818 3232

7171

1919 5151

1010 1212 1818 3232

1010

7171 5151

1919 1212 1818 3232



2121

�� Za Za nn podataka, podataka, 22kk--1 1 ≤≤ n <  2n <  2kk , broj razina je , broj razina je k =k = loglog
22(n+1)(n+1) . . Za najgori sluZa najgori sluččaj broj iteracija aj broj iteracija 

uu podesi podesi iznosi iznosi kk--i i za za ččvor na razinivor na razini ii gdje ima najvigdje ima najvišše e 22ii--11 ččvorova. vorova. Slijedi da jeSlijedi da je, v, vrijeme rijeme 
izvoñenja zaizvoñenja za SStvoritvoriHrpHrpuu::

kk

ΣΣ 22ii--1 1 (k(k--i)i) . . UoUoččimo da se eksponent mijenja od imo da se eksponent mijenja od 00 do do k k --11, a faktor od , a faktor od k k --11 do do 00..
i=1i=1

Slijedi ekvivalentni izraz kad se izbaci faktor Slijedi ekvivalentni izraz kad se izbaci faktor 00 i obrne redosljed sumacije:i obrne redosljed sumacije:

kk--1                       k1                       k--11

= = ΣΣ i 2i 2kk--ii--1 1 = = ΣΣ 22k k --1 1 i 2i 2--ii

i=1i=1 i=1i=1

S obzirom da je  S obzirom da je  22kk--1 1 ≤≤ nn, , 

kk--11

≤≤ n  n  ΣΣ i/2i/2ii ≤≤ 2 n   =  O(n)2 n   =  O(n), , jer suma reda tejer suma reda težži prema i prema 22..
i=1i=1

�� Vrijeme izvoñenja za najgori sluVrijeme izvoñenja za najgori sluččaj algoritmaaj algoritma SStvoritvoriHrpHrpu u je je O(n)O(n),, ššto je za red velito je za red veliččine ine 
bolje od bolje od O(n logO(n log

22 n)n) za uzastopno koriza uzastopno korišštenje tenje ubaci ubaci funkcije.funkcije.

�� Funkcija Funkcija StStvorivoriHrpuHrpu tratražži da su svi elementi za stvaranjei da su svi elementi za stvaranje hrphrpe vee većć prisutni, dok ubaciprisutni, dok ubaci

momožže ubaciti novi element u e ubaciti novi element u hrphrpu bilo kada. Funkcije koje u bilo kada. Funkcije koje hrphrpa treba brzo obaviti i radi a treba brzo obaviti i radi 
kojih je napravljena ta struktura podataka su ubacivanje novih ikojih je napravljena ta struktura podataka su ubacivanje novih i brisanje najvebrisanje najveććeg eg 
elementa iz skupa podataka. Brisanje najveelementa iz skupa podataka. Brisanje najveććeg podatka se obavlja izbacivanjem korijena eg podatka se obavlja izbacivanjem korijena 
i pozivanjem funkcije i pozivanjem funkcije podesipodesi, a ubacivanje novih se radi funkcijom , a ubacivanje novih se radi funkcijom ubaciubaci. . Tako se Tako se 

postipostižže da se obje e da se obje žželjene funkcije obavljaju ueljene funkcije obavljaju u O(logO(log
22 n)n) vremenu.vremenu.
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Prioritetni red i hrpaPrioritetni red i hrpa

�� Napisati program za ubacivanje i skidanje elemenata (prioritet oNapisati program za ubacivanje i skidanje elemenata (prioritet odreñuje cijeli brojdreñuje cijeli broj) iz ) iz 
prioritetnog reda realiziranog pomoprioritetnog reda realiziranog pomoćću hrpe. Za prioritet elementa i odabir operacije u hrpe. Za prioritet elementa i odabir operacije 
(ubacivanje ili skidanje) koristi se generator slu(ubacivanje ili skidanje) koristi se generator sluččajnih brojeva. Ako generator naajnih brojeva. Ako generator naččini ini 
parni broj, element najveparni broj, element najveććeg prioriteta vadi se iz prioritetnog reda. Ako generator eg prioriteta vadi se iz prioritetnog reda. Ako generator 
nanaččini neparni broj, stvara se novi element sa sluini neparni broj, stvara se novi element sa sluččajno generiranim prioritetom i stavlja ajno generiranim prioritetom i stavlja 
u prioritetni red.u prioritetni red.
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#include <stdio.h>#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>#include <stdlib.h>
#include <time.h>#include <time.h>
#include <math.h>#include <math.h>
#include <ctype.h>#include <ctype.h>
#define MAXPRIOR 100#define MAXPRIOR 100
typedef int tip;typedef int tip;

void podesi (tip A[], int i, int n) {void podesi (tip A[], int i, int n) {
// potpuna binarna stabla s korijenima A[2*i] i A[2*i+1]// potpuna binarna stabla s korijenima A[2*i] i A[2*i+1]
// kombiniraju se s A[i] stvarajuci jedinstvenu hrpu, 1 <= // kombiniraju se s A[i] stvarajuci jedinstvenu hrpu, 1 <= i <= n       i <= n       
int j; int j; 
tip stavka;tip stavka;
j = 2 * i;j = 2 * i;
stavka = A[i];stavka = A[i];
while (j <= n) {while (j <= n) {

// Usporedi lijevo i desno dijete (ako ga ima)// Usporedi lijevo i desno dijete (ako ga ima)
if ((j < n) && (A[j] < A[j + 1])) j++;if ((j < n) && (A[j] < A[j + 1])) j++;
// j pokazuje na vece dijete// j pokazuje na vece dijete
if (stavka >= A[j]) break;if (stavka >= A[j]) break; // stavka je na dobrom mjestu// stavka je na dobrom mjestu
A[j / 2] = A[j]; // vece dijete podigni za razinuA[j / 2] = A[j]; // vece dijete podigni za razinu
j *= 2;j *= 2;

}}
A[j / 2] = stavka;A[j / 2] = stavka;

}}
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void ubaci (tip A[], int k) {   // ubacuje vrijednost iz A[k] navoid ubaci (tip A[], int k) {   // ubacuje vrijednost iz A[k] na hrpu pohranjenu u A[1 : k hrpu pohranjenu u A[1 : k -- 1]1]
int i, j; int i, j; 
tip novi;tip novi;
j = k; j = k; 
i = k / 2; i = k / 2; 
novi = A[k];novi = A[k];
while ((i > 0) && (A[i] < novi)) {while ((i > 0) && (A[i] < novi)) {

A[j] = A[i]; // smanji razinu za roditeljaA[j] = A[i]; // smanji razinu za roditelja
j = i; j = i; 
i /= 2;i /= 2; // roditelj od A[i] je na A[i/2]// roditelj od A[i] je na A[i/2]

}}
A[j] = novi;A[j] = novi;

}}

tip skini (tip A[], int *k) { tip skini (tip A[], int *k) { 
// izbacuje vrijednost iz A[k] sa prvog mjesta, ako je red praza// izbacuje vrijednost iz A[k] sa prvog mjesta, ako je red prazan vraca n vraca --11
tip retVal = tip retVal = --1;1;
if (*k <= 1) return retVal;if (*k <= 1) return retVal;
retVal = A[1];retVal = A[1];
(*k) (*k) ----;;
A[1] = A[*k];A[1] = A[*k];
podesi (A, 1, *k);podesi (A, 1, *k);
return retVal;return retVal;

}}
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int main() {int main() {
int prior, i, j, k = 1;int prior, i, j, k = 1;
tip A[MAXPRIOR];tip A[MAXPRIOR];
srand((unsigned) time(NULL));srand((unsigned) time(NULL));
printf("Za obavljanje jednog koraka pritisni ENTER, za kraprintf("Za obavljanje jednog koraka pritisni ENTER, za kraj bilo koji znakj bilo koji znak\\nn””););
while(isspace(getchar())) {while(isspace(getchar())) {

if (rand() % 2) {if (rand() % 2) {
if (k >= MAXPRIOR)if (k >= MAXPRIOR)

printf(printf(““Prioritetni red je pun!Prioritetni red je pun!\\n");n");
else {else {

printf("Dodavanje u prioritetni red: %dprintf("Dodavanje u prioritetni red: %d\\n", prior=(int)(rand()/(RAND_MAX + 1.) * 99 + 1));n", prior=(int)(rand()/(RAND_MAX + 1.) * 99 + 1));
A[k] = prior;A[k] = prior;
ubaci(A, k);ubaci(A, k);
k++; }k++; }

} else {} else {
if ((prior = skini(A, &k)) == if ((prior = skini(A, &k)) == --1)1)

printf(printf(““Prioritetni red je prazan!Prioritetni red je prazan!\\n");n");
elseelse

printf("Skidanje iz prioritetnog reda: %dprintf("Skidanje iz prioritetnog reda: %d\\n", prior); }n", prior); }
for (i = 1, j = 1; i < k; j++) {for (i = 1, j = 1; i < k; j++) {

for (; i <= pow (2, j) for (; i <= pow (2, j) -- 1 && i < k; i++) {1 && i < k; i++) {
printf(" %d ", A[i]); }printf(" %d ", A[i]); }

printf ("printf ("\\n"); } }n"); } }
system(system(““PAUSEPAUSE””););

}}


